Lycée Jean Bart — MPSI — 29 novembre 2023

COLLE 10 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS N4 — Propriété (Principe de superposition).
Soient a et b deux scalaires (deux éléments de K), et n € N*.
Soient ci, ..., ¢, n fonctions dans €°(R, K).
Soient fi,..., fn n fonctions de €2 (R,K) telles que : Vi €[ 1,n], fi est solution de (E;): y" +ay’ + by = ¢;.
Alors pour tout (A1,...,A,) € K™,
n

n
la fonction ¢ = Z ;i fi est solution de I’équation différentielle y” + ay’ + by = Z Aic;.
i=1 i=1

Preuve. Sous les hypothéses de 1’énoncé, on a :

n " n / n n n n n n
(z m—) v (z m) S DIV SEWYEN SIWTINS S W S TIARTIERTANE o
i=1 =1 =1 i=1 i=1 i=1 =1 i=1

la premiére égalité provenant de la linéarité de la dérivation, la seconde de la linéarité de la somme, et la derniére de
I’hypothése suivant laquelle f; est solution de y” + ay’ 4+ by = ¢; pour tout i €[ 1,n ].

n
Ce qui signifie que ¢ est solution de 'EDL ¢ + ay’ + by = Z Aici, ce qu'il fallait démontrer.
i=1

QUESTION DE COURS N1 — Propriété. Soient a, b et « trois scalaires. On note (E) 'EDL2 : y" + ay’ + by = % ; et
on note encore (EC) 72 + ar + b = 0 ’équation caractéristique associée & (E).

Si « n’est pas racine de (EC), alors ’équation (E) posséde une solution particuliére fp avec : Vo € R, fp(z) = Ke*®,
pour un certain K € K.

Preuve. Avec les notations et hypothéses de I’énoncé, a n’est pas racine de (EC). Alors : a® 4+ aa + b # 0.

Soit K un scalaire. Posons : Vo € R, fp(z) = Ke®®. La fonction fp est de classe 42 sur R et pour tout réel 2 on a :
fp'(z) = Kae®® et fp"(z) = Ka?e®®.

Ainsi, pour tout réel z on a : fp"(z) + afp’(z) + bfp(z) = Ke*® (a® 4+ ac +b).

Puisque e** est non nul pour tout réel x, on en déduit que :

1

[/ est solution de (E)] <= [K (o® +aa +b) =1] «= |K = 5=

La derniére égalité étant rendue légitime par le fait que « n’est pas racine de (EC) (donc a? + aa + b # 0).

1

Z ot e“” est solution de (F).
a? + aa

On peut alors conclure que la fonction fp définie en posant : Vo € R, fp(z) =

QUESTION DE COURS N2 — Propriété. Soient a, b et « trois scalaires. On note (E) 'EDL2 : v + ay’ + by = % ; et
on note encore (EC) r? + ar + b = 0 I'’équation caractéristique associée a (E).

Si « est racine simple de (EC), alors I’équation (E) posséde une solution particuliére fp avec: Vz € R, fp(x) = Kze**,
pour un certain K € K.

Preuve. Avec les notations et hypothéses de I’énoncé, « est racine simple de (EC). Alors : a? +aa+b =0 et 2a+a # 0.

Soit K un scalaire. Posons : Vo € R, fp(x) = Kze®®. La fonction fp est de classe €2 sur R et pour tout réel x on a :
fp'(x) = Ke*” (ax + 1) et fp"(z) = Ke*” (a®z + 2a).

Ainsi, pour tout réel z on a : fp”(z) + afp’(z) + bfp(z) = Ke** (a®z + 20+ aax + a + bz).

Puisque €** est non nul pour tout réel x, on en déduit que :

1
[fp est solution de (F)] <— |K (a2—|—ao¢+b)x—|—2a—|—a =1 @{KZZa—i—a]
N— ——
=0

La derniére égalité étant rendue légitime par le fait que « est racine simple de (EC) (donc 2a + a # 0).

B 1
 2a+a

On peut alors conclure que la fonction fp définie en posant : Vo € R, fp(z) xe®®, est solution de (E).
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QUESTION DE COURS N3 — Propriété. Soient a, b et « trois scalaires. On note (E) FEDL2 : y" + ay’ + by = % ; et
on note encore (EC) 72 + ar + b = 0 I’équation caractéristique associée & (E).

Si « est racine double de (EC), alors 1’équation (E) posséde une solution particuliére fp avec : Vo € R, fp(z) = Kx?e™®,
pour un certain K € K.

Preuve. Avec les notations et hypothéses de 1’énoncé, a est racine double de (EC). Alors : a® +aa+b =0 et 2a+a = 0.

Soit K un scalaire. Posons : Vo € R, fp(x) = Kz2e®®. La fonction fp est de classe €2 sur R et pour tout réel z on a :
fp'(z) = Ke*™ (aa? + 2x) et fp"(z) = Ke™ (a®2? + 4oz + 2).

Ainsi, pour tout réel z on a : fp”(z) + afp’(z) + bfp(x) = Ke*” (az? + dax + 2 + aca? + 2az + ba?)

<~ fp" ' b = Ke® 2 bla®+2(2 2
fp'(x) +afp'(x) + bfp(x) e a‘+aa+b | x*+ a+tal|x+
-0 =0

Puisque e** est non nul pour tout réel x, on en déduit que :
. 1
[fp est solution de (P)] «<— 2K =1] < |K = =

2

1 - .
On peut alors conclure que la fonction fp définie en posant : Vz € R, fp(z) = o e** est solution de (E).

QUESTION DE COURS N°5 — Physique-Maths. Oscillateur harmonique libre, sans frottements (résolution de y” +wdy =
0). Solution g€ peut s’écrire fr ,(t) = K cos (wot — ¢)

On suppose que wy € R*, et on note (H) I’équation différentielle linéaire du second ordre : y” + wiy = 0. L’équation
caractéristique associée posséde deux racines complexes conjuguées +iwg. *

On en déduit que la solution générale ™ est : ‘ f(t) = Cy cos(wot) + Ca sin(wot) (avec Cy et Cq réels). ‘

Fixons a présent les réels Cq et Cy, avec (C1,C2) # (0,0). On a pour tout réel ¢ :

Cl C2

— et Y e —
N e AN (s

cos(wo puis on pose : X =

& Cq .
fA)=/C2+C2 | —— t) + ———sin(wot
( ) 1 2 \/m ) \/m ( 0 )
Le couple de réels (X, Y) vérifie clairement la relation X2+Y? = 1.
Par suite, le complexe X +1iY est un élément de U, et il existe
donc un unique réel p € 0,27 tel que X = cosp et Y = sin .
Par suite :

H) 2 JCTT O (cos poos(ant) + sinpsin(ent) don
fC1,Cz (t) = \/mcos (th — QD)

Le cas (C1,C3) = (0,0) est trivial (prendre K = 0 et ¢ arbitraire).

Conclusion. La solution générale de (H) est : V (¢, K, p) € R3, f(t) = K cos (wot — ) (régime périodique). ‘

*. Qui sont effectivement distinctes puisque wo est non nul par hypothése.
t. Cad I’ensemble des fonctions solutions de (H) a valeurs réelles.
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COMPLEMENT — GEOMETRIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Ce complément n’est donné qu’a titre d’information, et n’est pas exigible en colle. D’une certaine fagon, il sert a préparer
la suite du cours; plus précisément, il illustre la notion d’espace vectoriel qui, pour faire trés court, généralisera les
notions de plan et d’espace usuels.

Soit % un vecteur non nul du plan réel. L’ensemble des vecteurs colinéaires & o
RY={\%, e R}

est une droite qui passe par l'origine du plan (on parle alors de droite vectorielle).

Considérons un second vecteur 7, non colinéaire & . L’image de R U par la translation de vecteur o est une droite :
T +RYU={V+AU, e R}

qui bien évidemment ne passe plus par lorigine du plan (on parle alors de droite affine).

Ces considérations sont illustrées par le graphique ci-dessous.

v+ R4

=Tl
i~

Fin du premier acte.
Sous les hypothéses a présent usuelles, ’ensemble des solutions d’une EDL1 homogene (ay’ 4+ by = 0) est I'ensemble des
fonctions colinéaires 4 e~ ott A désigne une primitive de b/a. On peut donc noter cet ensemble :

Re A = {/\e_A, A€ ]R}

Par analogie avec la situation précédente, on dira que c’est une droite vectorielle (dans I’espace ¢ (I, R)).

Considérons & présent une solution particuliére fp de PEDL1 ay’ 4+ by = ¢ (avec ¢ non nulle). La fonction fp est non
colinéaire & e~ (sinon elle serait solution de 1’équation homogéne). L'image de Re™* par la translation de “vecteur” fp

fP+Re_A={fp—|—)\e_A,)\€ R}

est une droite affine (dans I’espace € (I, R)).

Ces considérations sont illustrées par le graphique ci-dessous.

fp+Re 4

f P —_A




4 MPSI — Questions de cours de la colle n°10 — 29/11/23

BANQUE D’EXERCICES

EXERCICE 1. — Une EDL1. Déterminer I’ensemble des fonctions de classe €' sur R’ et & valeurs réelles solutions
de I’équation différentielle :

(E) zy 4y =e""cos(3x)

EXERCICE 2. — Physique-Maths (2). Oscillateur harmonique libre, avec frottements :
résolution de y” + 2my’ + wiy = 0 (avec m et wy > 0). Solution générale dans les trois cas.

EXERCICE 3. — Application du principe de superposition. Déterminer ’ensemble des fonctions de ¢?(R,R)
solutions de y” — 3y’ + 2y = 6ch(x).

EXERCICE 4. — Application du “pont R <+ C”. Déterminer I’ensemble des fonctions de ¢?(R,R) solutions de
y" — by + 6y = cos(z)

EXERCICE 5. — Classique ! Notons (H) 'EDL2 homogeéne : 4" +ay’ +by = 0, avec a et b dans K. Soit f € ¢?(R,K).
On a: [f solution de (H)] = [f € €°(R,K)]
EXERCICE 6. — EDL1 et formule de Leibniz. Soit f la fonction définie sur I = ] — 1,1 en posant :
Vee I, f(x)=(1+2)"  ou«a désigne un réel non nul.
1/ Justifier briévement que f est solution de 'EDLI : 1+2)y —ay=0.

2/ En déduire que : VEke N, fEFD(0) = (a— k) f#)(0)
k-1

3/ Etablir que : Vke N*, fF(0) = H (a—3)
7=0

EXERCICE 7 ***_ (Finalement hors-programme de cette banque)}

(EDL2 et formule de Leibniz) On considére I’équation différentielle
(E): (1—2?)y" —3zy —y=0.5

Soit I =] — 1, 1], et soit f une fonction de ¢?(I,R) solution de (E).

1/ Etablir que :  Vne N,Vae I, (1—a2) fO)(z) — (2n+3)zf" ) (z) — (n+1)° f™(2) =0
2/ Pour tout n € N, on pose a,, = f(”)(O). Etablir une relation entre a,12 et a,.

[(2n)1)*

3/ Etablir que : Vne N, ay, = W

1. Cet exercice est constitué d’un enchainement de 3 questions hyper-classique aux Concours. La premiére est une application de la formule
de Leibniz; la seconde une utilisation de la premiére pour établir une certaine relation de récurrence; la troisiéme est un raisonnement par
récurrence “a la Wallis”, dans lequel la preuve de I’hérédité utilise la question 2. Mais les calculs de cet exo sont sensiblement plus longs et
techniques que dans les 6 précédents; c’est principalement pour cette raison que je ne ’ai finalement pas inclus dans la banque. Néanmoins,
je vous le recommande comme un bon entrainement, notamment dans la perspective de 1’an prochain et des Concours (et de I’étude des séries
entiéres).

§. Observons que cette EDL2 étant a coefficients non constants, le cours de cette année ne donne pas de méthode générale pour la résoudre.
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BANQUE D’EXERCICES - CORRIGES

EXERCICE 1. — Une EDL1. Déterminer l’ensemble des fonctions de classe €' sur R% et & valeurs réelles solutions
de I’équation différentielle :

(E) xy +y=e " cos(3x)
L’intervalle de résolution est donc R (imposé par ’énoncé); sur celui-ci, les fonctions z +— z, v —— 1 et  —

e~7 cos(3z) sont continues ¥ selon les théorémes généraux, et la premiére ne s’annule pas.

» Equation homogéne associée. Avec les notations du cours, on a pour tout réel = > 0 :

- 1 gy M) 1 CAlw) —
a(x) =xz; blx)=1; dou @ "z On peut donc poser : A(x) = In (z)

K
Conclusion. La solution générale de (H) sur R est : V (2, K) € R} xR, fx(z) = .

» Solution particuliére de (E). On peut rechercher une solution particuliére de (E) par la méthode de variation de
la constante.

K
On pose : Vz € R, fp(z) = ;a:)
que fp est dérivable sur RY et :

, oit K désigne une fonction de classe ¢ sur R . L’hypothese faite sur K implique

K'(z)x — K(x
Vec B, foe = K@ KG
x
Par suite, fp est solution de (E) si et seulement si :
K'(z)2? —2K(z) K(z)
3 +
x x

Vze Ry,

7 cos = (—1431)z - 1 (—1+43i)z | _ _1+3i —z 31T
/e cos(3x) dx Re</e dz Re T Re 0 ¢ e

—x

Finalement : /e_l' cos(3z) dx = elO (3sin(3z) — cos(3x)).

=e Tcos(3x) <=V e R}, K'(x) =e " cos(3z)

Or :

—x

e
10z

Une solution particuliére de (E) est donc : ‘Va: e Ry, fp(zx) = (3sin(3x) — cos(3x)) ’

—x

Conclusion. La solution générale de (E) est : V (z, K) € R% xR, gx(x) = iOx

(3sin(3z) — cos(3z)) + g

EXERCICE 2. — Physique-Maths (2). Oscillateur harmonique libre, avec frottements :

résolution de y” + 2my’ + wdy = 0 (avec m et wy > 0). Solution générale dans les trois cas.
On considére 'EDL2 : (H) y” + 2my’ + w3y = 0 avec m et wp strictement positifs. L’équation caractéristique associée
est : (EC) r% 4 2mr + wd = 0, dont le discriminant est A = 4 (m? — w3).
On distingue alors trois cas :

» Si A <0 (cad si: m < wp) : alors (EC) posséde deux racines complexes conjuguées —m =+ iy/wi — m?. Dans ce cas
(“frottements faibles”), la solution générale de (H) est :

V (t,01,02) € R3, f(t) = (Cl cos (( wi — m2) t) + Cy sin (( wd — m2) t)) e~ ™" (régime pseudo-périodique) |.

» Si A =0 (cad si: m =uwyp) : alors (EC) posséde une racine double (réelle) : —m. Dans ce cas, la solution générale de
(H) est :

‘V (t,C1,Cs) € R3, fo, o, (t) = (Cit + Cy)e™™! (régime critique) ‘

€. Et méme de classe €°°.
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» Si A >0 (cad si : m > wp) : alors (EC) posséde deux racines réelles (et strictement négatives) 71 2 = —m =+ /m? — wé.
Dans ce cas (“frottements importants”), la solution générale de (H) est :

V (t,C1,C3) € R3, fo, ¢, (t) = Cre"t + Cae™? (régime apériodique) ‘

Cas A=0 Cas A >0
Cas A <0

EXERCICE 3. — Application du principe de superposition. Déterminer ’ensemble des fonctions de ¢?(R, R)
solutions de y” — 3y’ + 2y = 6¢h(x).

Notons que : [y — 3y’ 4+ 2y = 6¢ch(x)] < [y’ — 3y’ + 2y = 3e” + 3e™ 7]

» Résolution de ’équation homogene associée : (H) ¢y — 3y’ + 2y = 0. L’équation caractéristique a 1 et 2 comme racines.
Par suite, la solution générale de (H) (& valeurs réelles) est :

‘ fixeR+— Cre® + Cae®®  (avec A et u réels) Q) ‘

» Recherche d’une solution particuliére. On introduit I’équation (Ey) : y” — 3y’ + 2y = e *.

Puisque —1 n’est pas racine de ’équation caractéristique, (E;) admet une solution particuliére de la forme Ke™? (avec

K réel). Posons donc : Vz € R, ¢p(r) = Ke™*. La fonction ¢ est de classe €2 sur R (et méme de classe ), et on peut
donc calculer ses dérivées successives. Pour tout réel z, on a clairement : ¢'(z) = —Ke™* et ¢”(z) = Ke™*. Il s’ensuit
que ¢ est solution de (E1) si et seulement si :

VeeR, Ke”(1+3+4+2)=e 7<= K=

—_ |

On en déduit que la fonction : | f:z € R+— 6 e” " est solution de (F71) () |

On introduit & présent I’équation (Fs) : y” — 3y’ + 2y = e”.

Puisque 1 est racine simple de I’équation caractéristique, (F2) admet une solution particuliére de la forme Kze® (avec K
réel). Posons donc : Vo € R, op(x) = Kze®. La fonction ¢ est de classe 42 sur R... Pour tout réel z, on a clairement :
O(x) = Ke® (x + 1) et ¢ (x) = Ke® (x 4 2). Il s’ensuit que ¢ est solution de (F>) si et seulement si :

Vo eR, Ke® (z+2— 31 —3+2z) =e® «= K = —1
On en déduit que la fonction : ‘ f iz € R+ —xe” est solution de (E2) (&) ‘

» D’aprés (&), (M) et le principe de superposition, on peut affirmer que la fonction :

1
fize Rr— 3 e ¥ — 3xe” est solution de (E) ()

» D’aprés (©) et (), la solution générale de (E) est :

1
fixe R— B e 7 — 3xe” 4+ Cre” + Cre®™  (avec Oy et Co réels)
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EXERCICE 4. — Application du “pont R <+ C”. Déterminer I’ensemble des fonctions de ¢?(R, R) solutions de
y" — 5y’ + 6y = cos(x)

» Résolution de ’équation homogene associée : (H) ¢y — 5y’ + 6y = 0. L’équation caractéristique a 2 et 3 comme racines.
Par suite, la solution générale de (H) (& valeurs réelles) est :

fix € R— (012 + 023  (avec C) et Oy réels)

» Recherche d’une solution particuliére. On introduit ’équation (E’) : y" — 5y’ + 6y = e*.

Puisque i n’est pas racine de I'équation caractéristique, (E’) admet une solution particuliére de la forme Kel® (avec K
complexe). Posons donc : Vo € R, ¢(z) = Kel”. La fonction ¢ est de classe 42 sur R (et méme de classe €°), et on
peut donc calculer les dérivées successives de ¢. Pour tout réel x, on a clairement : ¢/(z) = iKe'® et " (z) = —Ke'*. 1l
s’ensuit que ¢ est solution de (E’) si et seulement si :

Ve eR, —Kel” —5iKel® + 6Kel® =el® <= Vo € R, (-1 —-5i+6)Kel* =el® &= K (5 —5i) =1 += K = FTE
— oIl

1 1 .
On en déduit que la fonction F : z € R +— <1O + 0 i) e'” est solution de (E’). Tl ne reste plus qu’a en déterminer la

partie réelle pour avoir une solution de (F). Explicitement, la fonction

fixe R— 1—10 (cos (x) — sin(x))

est une solution particuliére de (E).
Conclusion. La solution générale de I’équation (F) y” — 5y’ + 6y = cos(x) est

1
przrxe Rr— M (cos () — sin(z)) + C1e*™ 4+ C2e3®  (avec C) et Cy réels)

EXERCICE 5. — Classique! Notons (H) ’EDL2 homogéne : y”+ay’+by = 0, avec a et b dans K. Soit f € ¢?(R, K).
On a: [f solution de (H)] = [f € €°°(R,K)]

11 s’agit de montrer que sous les hypothéses de ’énoncé, f est de classe €™ sur R pour tout entier naturel n.

Puisque f est supposée de classe €2 sur R, elle est a fortiori de classe € et de classe €° sur R. |

Cette observation faite, notons pour tout entier naturel n lassertion P(n) : f € €™(R,K).

D’apres ce qui précede, les assertions P(0), P(1) et P(2) sont vraies.

Supposons que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n > 2; ainsi f € ¢"(R, K).

Par hypothése : f” +af’ +bf = 0. En dérivant (n — 2) fois cette relation, on a : f +af("=1 £ pfn=2) =,

Do : f(M) = —qf(n=1 —pf(n=2) Or (=1 et £("=2) gont de classe €' sur R; il s’ensuit que f() est de classe €' sur
R.

Donc f € €"1(R,K), ce qui signifie que P(n + 1) est vraie. Récurrence établie.
Conclusion. Si f € ¥(R,K), on a : [f solution de (H)] = [f € € (R,K)]

EXERCICE 6. — EDLI1 et formule de Leibniz. Soit f la fonction définie sur I = ] — 1,1 en posant :
Veel, f(x)=0+z)" ol « désigne un réel non nul.
1/ Justifier brievement que f est solution de 'EDL1 : (I1+2)y —ay=0.

Par hypothése, f est dérivable sur I, et : Vo € I, (1+2)f'(z) = (1 +2)a(l +2)*" ! = a(l +2)*

Il s’ensuit que : Vo € I, (14 ) f'(x) = af(z). D’ou la conclusion.

|. Qui peut le plus peut le moins!
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2/ En déduire que: Yk e N, f*(0) = (a — k) f*)(0)

Selon les TG, f € €°°(I,R). Soit k un entier naturel. En dérivant & fois la relation

Vee I, (1+a)f(x)=af(x)

on obtient :
Veel, (uf’)(k) (z) = af®(z) (M) en ayant posé u(z) =1+
L _ _
Or selon la formule de Leibniz : Vz € I, (uf’)(k) (x) = Z ( ,>u(3)(x)f’(kj)(;v)
§=0

En observant que u{?) est nulle pour tout entier j > 2, on en déduit que :
1

vee L (uf)®P (@) =3 (I;)“("%x)ﬂk—ﬂu(x) = 2@+ kfP) (&)

=0

D’aprés (#) et (&) : Vo e I, (14z)fFH)(2) + kf®)(2) = af® (z)

En particulier : f#+9(0) + kf®(0) = af*)(0). Conclusion. Vk € N, f*+D(0) = (a — k) f7)(0)

k-1
3/ Etablir que : Vke N*, f(0) = H (v =)
=0
k—1
Posons pour tout entier naturel non nul k I’assertion P(k) : “f*)(0) = H (a—3)
j=0

0
Pour k=1, ona: f'(0) =aet H (o — j) = a. Donc P(1) est vraie.
7=0

Supposons P (k) vraie pour un certain entier naturel non nul k. D’aprés la question précédente et ’hypothése de
récurrence on a :

k—1 k
fE00) = (a—k) [[(@—4) dou: &) =] (a - )
j=0 =0

Ce qui signifie que P(k + 1) est vraie. Récurrence établie.

k—1
Conclusion. Yk € N*, f(F)(0) = H (v —17)
j=0
EXERCICE 7. — EDL2 et formule de Leibniz. On considére I'équation différentielle (E) : (1 —22)y” —3zy’ —y =

0. * ¥
Soit I =] — 1,1], et soit f une fonction de €*(I,R) solution de (E).

1/ Etablir que :  Vne N,Vaze I, (1—22) fO)(z) — (2n+3)zf" ) (z) — (n+1)° f™M(2) =0

Par hypothése, f étant solution de (E), on a:Vz € I, (1—2?)f"(z) -3z f'(z) — f(x) =0

Soit n un entier naturel quelconque. On a : di” (1 —2?) f"(z) = 3z f'(z) — f(z)) = 0.

x%. Observons que cette EDL2 étant a coefficients non constants, le cours de cette année ne donne pas de méthode générale pour la résoudre.
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Par linéarité de la dérivation, on en déduit que :

(=) " @) =35 @ @)~ @ =0 @)

dam

Or, deux applications de la formule de Leibniz donnent :

> d% (L =2®) f"(@)) = (1 =) S (2) = 202 /"D (@) —n(n - DM () (&)
” d% (@ f'(x) = 2f" V(@) +nf (@) (9)

D’apres (&), (b) et (V) on a :
(1= 2?)f0 ) (@) = 2naf D (@) = n(n = 1) f(2) = 3af D (2) = 3nf) (2) — f() (z) = 0

= (1 -2 f0(z2) = 2n+3)zft(z) — [n(n—1)+3n+1| fP)(z)=0
=n242n+1

= (1- ) [0 (@) - 20+ 3)af (@) — (n+ 1) [ (@) = 0

Conclusion. f solution de (E)

= [Vn eN, VeI, (1-22) fO (@)~ ©2n+3)af(z) — (n+1)> fM(2) =0

Pour tout n € N, on pose a, = f(") (0). Etablir une relation entre a, 12 et a.
Soit n un entier naturel. D’aprés la question précédente :
FOD0) = (n+ 1) FM(0) = 0 <= apyo = (n+ 1)%a,

Conclusion. Vn € N, a,,2 = (n+ 1)%a,

2n)!]?
Etablir que : Vn e N, ag, = %
22n (nl)
: . [(2n)!]?
Pour tout entier naturel n, notons P(n) l'assertion : a2, = ——— ag
221 (nl)
2
_ _ (Ol - :
Pour n =0, on a as, = ag et 20 (0')2 ag = ag. D’ott P(0) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n. On a, selon la question 2 :  as,12 = (2n + 1)2a2n.

Par HR, on en déduit que :

o @ [+ 2042 [@nt+ D) [@e+2)°
aans2 = 20 ) O 2 ® T anta) iy T e (g )

D’ott P(n + 1) est vraie. Récurrence établie.

[(2n)”
0

Conclusion. Vn € N, ay, = 5
22n (nl)



