Lycée Jean Bart — MPSI

CORRIGE DU PB DE LA SEMAINE 6

— VALEUR EXACTE DE ((2)

On a établi en début d’année que la somme des inverses des entiers naturels

1~|—1+1+ —I—1
2 3 n

tend vers +00 lorsque n tend vers 400, tandis que la somme des inverses des carrés des entiers naturels

LI S
49 n?

admet elle une limite finie lorsque n tend vers +00, sans pouvoir néanmoins la préciser a l’époque.

L objectif principal de ce probléeme est de combler cette lacune, en utilisant une méthode essentiellement
basée sur des calculs d’intégrales.’

PARTIE 1 - SUR LES INTEGRALES DE WALLIS

Pour tout entier naturel n, on pose :

w/2
I, = / cos?™(t) dt
0

1/ Calculer Iy et I.
2/ Etablir que :

2n+1
Vne N lL,,.=——-1I,
n ) +1 m + 9
3/ En déduire que pour tout entier naturel n on a :
@)
T2 (pl)? 2

PARTIE 2 - UNE SECONDE SUITE D’INTEGRALES

Pour tout entier naturel n, on pose :

w/2
= / t* cos™(t) dt
0

4/ Calculer Jp.

5/ Etablir que la suite (.J,,) est positive et décroissante.

1. Cette méthode est due & un mathématicien japonais, Yasushi Matsuoka, et a été publiée en 1961 dans une revue appelée
“American Mathematical Monthly”. Par ailleurs, il existe de trés nombreuses autres démonstrations pour déterminer la valeur
exacte de ((2) : quatorze d’entre elles sont exposées notamment dans un article de Brendan Sullivan, Numerous proofs of
¢(2) = 72 /6, Publications of Carnegie Mellon University, 2013. Ce qui laisse donc de la matiére pour au moins treize autres
problémes. . .
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6/ Etablir que :

Vn € N*, Li=n(2n—1)J,1—2n%J,

_ 227 (n))?
7/ Pour tout entier naturel n, on pose : K, = W -
n)!
Montrer que :
. s
Vn e N s m = Kn—l —

8/ En déduire que pour tout entier naturel non nul N on a :

7TN 1 3
- — - _K
4277,2 24 N

PARTIE 3 - VERS LA CONCLUSION

Ky

Pour parvenir a nos fins, il “ne reste plus qu’a” prouver que Ky tend vers 0 lorsque N tend vers +o0.

9/ Pour tout réel x € [O, g}, on pose : f(z)=1— gcos(x). Etablir que la fonction f réalise une bijection

T
de [O, 5} vers J, oul J est un intervalle que ’on précisera.

T
10/ Déduire de la question précédente que la fonction f s’annule en un unique réel o tel que : 0 < oo < —

2

(on ne demande pas de déterminer la valeur exacte de ). En déduire le signe de f sur [O, g]

T T
11/ Démontrer que pour tout réel z € [O, 5}, ona:zr< 5 sin(z).

12/ Démontrer que pour tout entier naturel n on a :

2
0< )y <
8(n+1)
13/ Démontrer que pour tout entier naturel n on a :
3
7
0< K,
= 16 (n + 1)
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CORRIGE

PARTIE 1 - SUR LES INTEGRALES DE WALLIS

w/2
Pour tout entier naturel n, on pose : [,, = / cos™(t) dt.
0

w/2
1/Ona:]0:/ 1dt dou|ly = = |
0
/2 1 (2t w/2
/ 1+ cos(2t)dt = = t—I—&() d’otr [121.
0 2 2 |, 1

w/2 /2
2/ Soit n un entier naturel. On a : [,,,; = / cos™ 2 (t) dt = / cos®™ 1 (t) cos(t) dt.
0 0

b |

DN | —

/2
Par ailleurs : I = / cos?(t) dt =
0

u(t) = cos®™1(t) W' (t) = —(2n + 1) cos®(t) sin(t)
On pose pour tout réel t € [0,7/2] : d’on
v(t) = sin(t) v'(t) = cos(t)

Les fonctions u et v sont de classe €' sur [0,7/2], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
écrire :

w/2 /2
L1 = [cos®™ T (t) sin(t)];r 24+(2n+1) / cos™(t) sin?(¢) dt = (2n + 1)/ cos™(t) (1 — cos?(t)) dt
s . 0 0

=0

/2

w/2 ™
— (2n+1) / cos™ (1) dt — (2n + 1) / cos™2(1) dit
0 0

2 1
Dottt Tyoy = (2n+ 1) Iy — (20 + 1) Lngy <= (20 +2) Lnsy = 20+ 1) I, <= Loy = % L.
n
2n+1
C 1 i .V S N, In S In
onclusion. Vn =5
)l
3/ Pour tout entier naturel n, notons P(n) I’assertion “I,, = 2;(—71)')2 g”.
T (n!

Lassertion P(0) est vraie d’aprés la question 1.

Supposons que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

_2n+1j_ 241 (2n)! 7 2n+22n+1 (2n)! w (2n +2)!
S 2n 427"

T
i Tomt29m ()22 242204222 (pl)2 2 2242 ((n+ 1)) 2

Ce qui assure que l'assertion P(n + 1) est vraie.

2n)!
Conclusion. Vn € N, I = L)Q T
227 (nl)” 2
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PARTIE 2 - UNE SECONDE SUITE D’INTEGRALES

w/2
Pour tout entier naturel n, on pose : J, = / t* cos™(t) dt
0

/2 , /2 3
4/ Ona: Jy= t*dt = | = d’ou | Jy = — |
ponaci= [T =[] o=
5/ Soit n un entier naturel quelconque. La fonction ¢ — % cos®*(t) est positive sur [0, 7/2]; il s’ensuit que
J,, est positive (par positivité de 'intégrale).

t3

/2 /2 /2
De plus : Jpp1 — J, = / t* cos®™ 2 (t) dt — / t* cos®(t) dt = / t% cos®™(t) (cos®(t) — 1) dt.
0 0 0 g

J/

e

>0 <0
Ainsi : J,11 — J,, < 0. On en déduit que (J,) est décroissante.
Conclusion. La suite (J,,) est positive et décroissante.
w/2
6/ Soit n un entier naturel non nul. On a : [, = 1 x cos™(t) dt.
0

u(t) = cos®(t) v/ (t) = —2n cos* () sin(t)
On pose pour tout réel t € [0,7/2] : d’on

v(t) =t V'(t) =1

Les fonctions u et v sont de classe €' sur [0,7/2], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
écrire :

w/2 /2
I, =t 0082"(15)}5/2 —|—2n/ tcos™ () sin(t)dt d'ou : I, = 2n/ tcos™ 1 (t) sin(t) dt
~ 0 0
On pose alors pour tout réel t € [0,7/2] :
— 2n—1 3

u(t) = cos™ () sin(t) u'(t) = — (2n — 1) cos?2(t) sin®(t) + cos?"(t)
5 d’ou
t '

v(t) = 3 V() =t

Les fonctions u et v sont de classe €' sur [0,7/2], et on peut donc utiliser une seconde intégration par
parties pour écrire :

w/2 1

+2 /2
I, =2n [E cos? (1) Sin(t)} +§ / (2n — 1) t* cos® 2(t) sin®(t) — t* cos®" (t)dt
0 0

[

~
=0

w/2 /2
Dot : I, =n(2n —1) / t? cos®2(t) (1 — cos®(t)) dt — n/ t* cos®(t) dt
0 0

w/2 /2 /2
— I, =n(2n—-1) / t* cos™ 2(t)dt — n(2n — 1) / t2 cos™ (t)dt — n/ t* cos™(t) dt
0 0 0
— I, =n2n—-1)J,_1 —n(2n—1)J, —nJ,
— I, =n2n—1)J,_1 —2n%J,

Conclusion. Vn € N*, I, =n(2n — 1)J,_1 — 2nJ, |
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7/ Soit n un entier naturel non nul. D’aprés la question précédente, on a : I,, = n(2n — 1)J,,_; — 2n?J,.

22n—1 (n!)2 22n-1 (n!)2 22n—1 (n!)2
Dou: ———F x I, = ——+—— on—1)J, 1 — ————— x 2n%J,
o T (2n)! 8 n? (2n)! X2 = 1) o n? (2n)! e
2211 (p|)? 9211 (p|)? 221 (p!)?
D Xl =————xn2n-1)J, 1 — ————— J,
ont T (2n)! n? (2n)! n(2n = 1)Jn-s (2n)! (4)
——— —
Ky
- a2l (pl)? I (Y R 70 |
Or, d’aprés la question 3 : I, = W 5 Dot : W x I, = o2 (2n)] X 52 (n!)2 5= I
22n—1 | 2
On en déduit, avec (M), que : # = T;:)') xni2n—1)J,.1 — K,
221 ((n — 1)1)* 21 ((n — 1)1)*
= onm*(2n — 1) J,_1 — K, = Iy —K,,
2 (20 —Tyan <220 = D (2n — 2)! !
—Kn—1
. i
Conclusion. Vn e N*, — =K, | — K, |
4n?2
AR | al
8/ Soit N un entier naturel non nul. On déduit de la question précédente que : 1 Z 2= Z (K1 — K,).
n=1 n=1
ARG | s
Télescopiquement : 1 Z 5= Ky—Ky.Or: Kg=Jy= 7 (d’aprés la question 4).
n=1
| 3
On en déduit que : VN € N*, — — =57 — Kn|
44e=n 24

PARTIE 3 - VERS LA CONCLUSION
9/ D’aprés les théorémes généraux, la fonction f est continue sur [0, 7/2]. En outre, puisque la fonction cos
est strictement décroissante sur cet intervalle, la fonction f est strictement croissante sur [0, 7/2].

La fonction f étant continue est strictement croissante sur [0, 7/2], elle réalise une bijection de [0, 7 /2] vers

J=[£(0), f(m/2)] = [1 = 7/2,1].

Conclusion. La fonction f réalise une bijection de [O, g} vers J = [1 — g, 1} . ’

10/ Puisque 0 appartient au segment [1 - g, 1], il admet un unique antécédent par f dans [0, g]

En d’autres termes : ‘EI! a € [0, g] , fla)=0 ’

s
D’aprés la question précédente, f est strictement croissante sur [O, 5} On en déduit que f est strictement

négative (resp. strictement positive) sur [0, a[ (resp. sur |a, g])



PBS6 - 21/11/2023

o o
11/ Posons, pour tout réel x € [07 —], g(r) =x— 5 sin(z). D’aprés les théorémes généraux, g est dérivable
T s
sur [0, 5}, et pour tout réel x € [0, ﬂ on a: ¢'(x) = f(z). On déduit de la question précédente que g est
décroissante sur [0, « [, croissante sur | a, 5}

Or:g(0)=0etg (g) = 0. Il s’ensuit que g est négative sur [O, g}

Conclusion. Vz € [0, g} , < g sin(zx).

/2
12/ Soit n un entier naturel. On a : J,, = / t* cos™(t) dt. D’aprés ce qui précéde, on a donc :

7T2 /2 0
0< J, < I/ sin? t cos (t) dt (M)
0

Or: w/2 w/2 /2 w/2
/ sin? ¢ cos® (t) dt = / (1- cos? t) cos®™(t) dt = / cos®™(t) dt — / cos® 2ty dt = I, — I (V)
0 0 0 0
2n +1
P ill d’aprés 1 tion 2 : [, = I, .
ar ailleurs, d’aprés la question =5 ()

On déduit de (M), (V) et (&) que :

2 2 1 2 1
o< < (1o =T~ g,
4 2n + 2 4 2(n+1)
. w1,
Conclusion. Vne N, 0< J, < ——
8(n+1)
13/ Soit n un entier naturel. D’aprés la question précédente :
2n (1)2 2n (,1)2 2
O<2 (n!) n\2 (n!) " w1,
(2n)! (2n)! 8(n+1)
=K.
2n)!
Or d’aprés la question 3 : [, = L)Q T
22n (nl)” 2
On en déduit que :
3
0<K, < ———.
16 (n+1)
. m®
Conclusion. Vn € N, 0 < Kn g m .
N 2
i i 1 s 4 . o
14/ 11 résulte de la question 8 que : VN € N*, Z 2= — Ky ; et de la question précédente que Ky
n 0
n=1

tend vers 0 lorsque N tend vers +oo.

On en déduit que : |((2) = lim — =

D’apres une idée de Yasushi Matsuoka, “A short elementary proof of ((2) = n2/6”, American Mathematical Monthly,
vol. 68, octobre 1961.



