Lycée Jean Bart — MPSI — 9 décembre 2023

MATHEMATIQUES — CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°5

EXERCICE 1 — ’(APPLICATIONS DU COURS).‘

Les questions de cet exercice sont indépendantes, et données avec de précieuses indications. . .

1/ EpLl. Déterminer une fonction fp de €* (Rj_,R) solution particuliére de :
(E1) zy' +y = sin(z)

Remarque. Histoire de vous faire gagner un peu de temps, la solution générale de I’équation homogene zy’ +y =0
est :

K
Yz >0, fH(x):; avec K € R

K(a)

hypothése et selon les théorémes généraux, la fonction fp est dérivable sur R et :

Posons pour tout réel z > 0 : fp(z) = avec K une fonction de classe ¢ sur R% et & valeurs réelles. Par

Vo e RY, fp/(x) — M

Ainsi, pour tout réel z > 0 on a :

ofe'(@) + o) = D KD KO _ gy

On en déduit que fp est solution de (E1) si et seulement si :
K'(x) = sin(x) On peut donc choisir : K(x) = — cos(x)
Conclusion. Une solution particuliére de (E1) est la fonction définie sur R* en posant :

V>0, fp(z) = _oos(a)

xT

2/ EDL2. Déterminer une fonction fp de (R, R) solution particuliére de :

(E2) Yy’ — 5y — 6y = e3*

Remarque. Comme dans la question 1, on demande ici juste une solution particuliére, et pas la solution générale
de (E2). Pour vous aider dans votre recherche, il pourra vous étre utile de savoir que les racines de I’équation
caractéristique sont r; = 6 et 7o = —1.,

Posons pour tout réel z : fp(z) = Ke3® (avec K € R).

Selon les TG, fp est de classe €2 sur R et pour tout réel = on a :
f'p(x) =3Ke* et  f'h(z)=9Ke>®
On en déduit que pour tout réel z on a :
Fp(@) = 5f"p(x) —6f p(z) = Ke®® (9 — 15 — 6) = —12K e’
Par suite, fp est solution de (E2) si et seulement si :

1
Vee R, —12Ke3” =3 «—= —12K =1 <= K = D

Conclusion. Une solution particuliére de (E2) est la fonction définie sur R en posant :

1
Ve e R, fp(x) = 1 e
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3/ INTEGRALE. Calculer l'intégrale :

1 B 1
—7r+10 (v —2)(x—5)

1 a b
2 - +
x> —Tr+10 x—2 x-5

Observons que : —
x

Il existe donc deux réels a et b tels que :

(#) (décomposition en éléments simples).

Déterminons a et b par la méthode de multiplication/évaluation :

1 b(x — 2 1
> Calcul de a. (z —2) x (@) < g =¢ % Par évaluation en 2 : a = -3
1 s — 1
> Calcul de b. (z — 5) X (#) <= = alz = 5) + b. Par évaluationen 5 : b = -
T —2 r—2 3
4 4 4
1 1 1 1 1 T —95 1 1
Ainsi : —_———dx == — de==1 - Z
et /3x2—7x+10 * 3/3 x—5 w-2°" 3{“:5—2}3 ( (2) )
* 1
Conclusion. /3 m d{E =In (4_1/3)
——— PROBLEME 1 — UNE VARIANTE DES INTEGRALES DE WALLIS ———————

/2 0
Dans ce probléme, on note pour tout entier naturel n : I, = / cos™(t) dt et W, = / cos>"
0 0

L’objectif de ce probleme est d’étudier quelques propriétés de la suite d’intégrales (W,,), et de retrouver a l’aide de cette
suite la valeur de l'intégrale I, pour tout n € N.

PARTIE 1 - PROPRIETES DE LA SUITE (W,,)

1/ Justifier brievement que la suite (W) est positive.

Pour tout (n,t) € N x [0,7] on a : cos2™(t) = (cos™(t))* = 0.
Par positivité de I'intégrale : / cos®(t)dt > 0.  Conclusion. Yn € N, W, >0
0

2/ Montrer que la suite (WW,,) est décroissante.

Soit m un entier naturel. On a :

s s s s
Wha1 — W, = / cos®™ (1) dt — / cos?"(t) dt = / cos?"2(t) — cos®(t)dt = / cos® (t) (cos®(t) —1) dt <0
0 0 0 0 ~—~————
>0 <0

Conclusion. La suite (W,,) est décroissante : Vn € N, W,,.1 —W,, <0

3/ A l'aide d’une intégration par parties, établir que :

2n+1

Vne N, Wy, =-—""
nen, SR VA

s T
Soit n un entier naturel. On a : W, = / cos®™2(t) dt = / cos(t) x cos®™ 1 (t) dt.
0 0

Via la formule d’intégration par parties, on obtient :

Wig1 = [sin(t) x (3052”“(15)];T +(2n+1) / sin?(t) cos®"(t) dt
Jo

=0
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Soit : W1 = (20 + 1) / (1 — cos?(£)) cos? (£) dt <= W1 = (20 + 1) (Wy, — Wis1)
0

— 2n+2) Wy = 2n+ 1)W,

2n+1

Conclusion. Vn € N, W, 1 = — — W,
onclusion n e 5 n+1 om T D)

4/ L’objectif de cette question est de justifier que les intégrales W,, sont strictement positives.

a/ Justifier que :

w/3
Yne N, W, 2/ cos®™(t) dt
0

s

/3
Soit n € N. D’apreés la relation de Chasles pour les intégrales : W,, = / cos?" (t) dt + / cos®™(t) dt
0 /3

T /3
Or, par positivité de U'intégrale : / cos®™(t)dt > 0. Conclusion. Vne N, W, > / cos®™(t) dt
w/3 0

b/ En déduire que :

1
— X

> _
Vn € N, W"/4n 3

w/3
Soit n € N. D’aprés la question précédente, on a : W,, > / cos?™(t) dt.
0

N | =

Or, pour tout réel t € [0,7/3] on a: cos(t) >

Par suite, pour tout réel t € [0,7/3] on a: cos®™(t) > —

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que :

1
Conclusion. Vne N, W, > o X g

5/ Etablir que :

W,
lim —t =1
n—>+4oo Wn
. . R . 2n+1
Soit n un entier naturel. D’aprés la question 3 : Wy, 11 = g2 W
n

D’aprés la question précédente, W, est strictement positif, et on peut donc légitimement écrire :

Wn+1 . 2n+1
W,  2n+2

2 1
11 suffit alors d’observer que lim Sl = 1 pour conclure.
n—+o0 21 + 2

. . Wit
Conclusion. lim nt

=1
n—-+4oo Wn
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PARTIE 2 - CALCUL DE L’INTEGRALE W,
6/ Pour tout couple (n,k) € N2, on pose :
Jn e = / eiQ(n—k)x dz
’ 0
Etablir que J, , =0sin #k, et que J,, , = .

Soient n et k deux entiers naturels distincts (n # k). On a :

n — ~——

I = /7r G 2n—k) T g _ 1 {612(7171@)1]” _ 2k _ 0 _g
’ 0 2i(n — k) 0
=1 car 2(n—k)€ 2Z

Par ailleurs :

Jnyn:/ lde =7
0

- O0sin#k
Conclusion. Pour tout couple (n,k) € N? on a: J, ) = / 2=k e g —
0 Tmsin=k
7/ Soit (z,n) € R x N. Justifier briévement que :
92n cos2”(1:) _ (eim + e—im)Qn
eim + e—im

Soit (z,n) € R x N. Selon la formule d’Euler pour le cosinus : cos(z) = 5

Conclusion. V (z,n) € Rx N, 2% cos?"(z) = (e'” + efi“")%

8/ Soit (z,n) € R x N. Etablir que :
221 cos?" (7)) = i <2n) gl 2n—k)z
k=0 k
Soit (z,n) € R x N. D’apreés la question précédente et la formule du binome de Newton, on a :

2n om omn
227 cog?™ (I) = Z <2]:> (efiz) 2n k Z ( > —ik rei @2n—k)z _ Z (%:) ei (2n—2k)z
k= k=0

k=0
2n m
Conclusion. V (z,n) € R x N, 22" cos?"(z) = Z ( >e‘2(”k)x

9/ A l'aide des questions précédentes, établir que :
2
Vne N, 22w, = < ”>7r
n

Soit n € N. D’aprés la question précédente :

2n

/ 22n d.’E — /ﬂ- < ) i2(n—k)wdx
0 0

On en déduit, par linéarité de l'intégrale :



MPSI — Devoir surveillé de Mathématiques n°5 — 9 décembre 2023 5

D’om, avec les notations de 1’énoncé :

2n
2
2271Wn = Z < :) J’n,k

k=0

Or, selon la question 6, 'intégrale J, ;. est nulle pour tout entier & différent de n. On en déduit que la somme du
terme de droite comporte un seul terme non-nul, celui correspondant & k = n. Ainsi :

2n
22, — ( >J
n
Puisque par ailleurs J,, , = 7 selon la question 6, on peut conclure.

2
Conclusion. Vn € N, 22, = ( n> T
n

PARTIE 3 - CALCUL DE L’INTEGRALE I,

10/ Soit n € N. A l'aide du changement de variable u = 7 — ¢, établir que :

T /2
/ cos®™(t) dt = / cos®™ (u) du
w/2 0

En suivant l'indication de ’énoncé, et suivant la formule du changement de variable, on obtient :

™ 0 /2 w/2
/ cos2h(£)dt = / (cos (1 — u))2" (—du) = / (= cos (u))2" du = / cos? (u) du
/2 u:ﬂ_“ : /2 0 0

™

/2
Conclusion. Vn € N, / cos®™ () dt = / cos®™ (u) du
™ 0

/2

11/ A Paide des questions précédentes, établir que :

2m)!
VneN, I, = (2n)

= —= X
22n (p))?

m
2

1
Soit n € N. D’aprés la question précédente : W,, = 2I5,. D’ou : Iy, = 3 Ww,,.

On en déduit avec la question 9 que :

<2: ) " (2n)!

I 1 B T (2n)! T
oo T npln—n)l T 2 22?2
2n)!
Conclusion. Vn e N, [, = % % T
221 (nl) 2
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— PROBLEME 2-A — UN ENCADREMENT DE STIRLING

PARTIE 1 - QUESTIONS PRELIMINAIRES

1/

2/

3/

4/

5/

Etudier le signe de A(z) = z — In(1 + =) pour tout réel z > —1 (on pourra a cette fin étudier le sens de variation de
la fonction A sur | — 1, 400]).

Pour tout réel x > —1, posons : A(z) = & — In(1 + z). Selon les théorémes généraux, la fonction A est dérivable sur

x
—1,4+c0et:Vo>—-1, Al(z) = .
| | (0) = =
Il s’ensuit que A’ est strictement négative (resp. strictement positive) sur | — 1,0[ (resp. sur 0,400 [).
On en déduit que A est strictement décroissante (resp. strictement croissante) sur | — 1,0 (resp. sur ]0,+o0|).

Puisqu’enfin A(0) =0, on en déduit que : Vo > —1, A(x) > 0.

Conclusion. Vo > —1, z > In(1+2)

Etablir que : Vke N, In(k+1)—1In(k) <

1
R

1 1
)>0<:>Vke N*, k>1n<1+k>.

1
D’aprés la question précédente : Vk € N*| A <k
1 k+1
Il reste a observer que : In | 1+ )= In )= In(k + 1) — In(k) pour conclure.
1

Conclusion. Yk € N*, In(k+1)—1In(k) < .

Aprés avoir briévement justifié son existence, déterminer une primitive de la fonction In sur R7.

La fonction In est continue sur R ; & ce titre, elle admet une primitive sur R . En notant F' la primitive s’annulant
en 1deln, ona:

x . x 1
Vo >0, Flx) = / In(t) dt = [tIn(t)]] —/ t x Edt =zn(z) —z+ 1.
1 1
Conclusion. La fonction x € R —— zIn(z) — = est une primitive sur R de la fonction In.

Soient k£ € N*. Etablir que :

k+1
/ In(z)dz = (k+1)In(k+1) — kln(k) — 1
k

Soient k£ € N* et n un entier > 2. D’apreés ce qui préceéde :

/kJr1 In(z)de = [zln(x) — x]ZH =(k+1DIn(k+1)—(k+1)— kln(k) + k.
k

k+1
Conclusion. / In(z)de = (k+1)In(k +1) — kln(k) — 1.
k

Etablir par récurrence que pour tout entier n > 2 on a :
k+1 n
/ In(x) dz :/ In(x) dz
k 1

n—1 k+1 n
Pour tout entier n > 2, notons P(n) Passertion : Z [/ In(x) dx] = / In(x) dz.
k 1

-1

D

n
k=1

k=1

Tl est immédiat que P(2) est vraie.
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Supposons que P(n) est vraie pour un certain entier n > 2. On a alors :

/1 ) de = /1 " n(z) dz + / ) de = :é l /k ) de| / ) de = ; [ /k ) dx]

la premiére égalité provenant de la relation de Chasles pour les intégrales, et la seconde de ’hypothése de récurrence.

n

n+1 k+1
On a ainsi établi que / In(z)dx = Z l/ In(x) dx] ; ce qui assure que P(n+ 1) est vraie. Récurrence établie.
1 k

k=1
n—1
Conclusion. Vn € N\{0,1}, > In(k) = In(n!) — In(n)
k=1

6/ Etablir que pour tout entier n > 2 on a :

n—1

Z In(k) =1n(n!) — In(n)

k=1

n

Pour tout entier naturel n > 2, on a : Zln(k) =1n (H k) D’ou : Zln(k) = 1In(n!).
k=1 k=1 k=1

Par ailleurs : i: In(k) = [”Z_: In(k) +1In(n) = In(n!).
k=1

k=1

n—1
+ In(n). On en déduit que : [Z In(k)
k=1

n—1
Conclusion. Pour tout entier n > 2 on a : Z In(k) = In(n!) — In(n)
k=1

PARTIE 2 - UN ENCADREMENT DE n/!
Dans cette partie, n désigne un entier > 2.

7/ Soit Vk €[ 1,n — 1]. Justifier briévement que :

Vo e [k k+1], In(k) <In(z) <In(k+1)

Soit k €[ 1,n —1]. La fonction In étant croissante sur [k, k + 1], on a :

Voe [k,k+1], In(k)<In(z)<In(k+1)

8/ Etablir que :

Vke[l,n—1], In(k) < (k+1)In(k+1) —kln(k) —1<In(k+1)
Par croissance de l'intégrale, on déduit de la question précédente que :

k41 k+1 k+1
/ In(k) dz < / In(x)de < / In(k +1)dx
k k k

Tl s’ensuit que : In(k) < (k+1)In(k+1) — kIn(k) =1 <In(k +1).

Conclusion. Vk €[ 1,n—1], In(k) < (B+1)In(k+1) —kln(k) —1<In(k+1)
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9/ En déduire que :

In(n!) —In(n) < nln(n) —n+1 < In(n!)

n—1 n—1 n—1
D’aprés la question précédente, on a : Z In(k) < Z [(k+1)In(k+1) — kln(k) — 1] < Z In(k+1).
k=1 k=1 k=1

Or : Ti In(k+1)=1In(n!) et Ti In(k) = In(n!) — In(n).
k=1 k=1

n—1 n—1
Par ailleurs : Z [(k+1)In(k+1)—kln(k) — 1] = Z [(k+1)In(k+1) — kln(k)] — (n —1).
k=1 k=1
n—1
Par télescopage, on en déduit que : Z [(k+1)In(k+1) — kln(k) — 1] =nln(n) —n + 1.
k=1

Conclusion. In (n!) — In(n) < nln(n) —n+1 < In(n!)
10/ En déduire que :
ene ™ < n! < nene "

La fonction exponentielle étant croissante sur R, on déduit de la question précédente que :

n!

On en déduit que n! < nen™e™™ (c’est I'inégalité de gauche de I'encadrement).

Conclusion. ene ™" < n! < nene™"

PARTIE 3 - AMELIORATION DE L’ENCADREMENT

Dans cette question, n désigne un entier > 2, et k € N*.
Pour tout réel z > 0, on pose :

gr(z) = In(z) — fr(x) avec : fr(x)=[ln(k+1) —In(k)]z+ (k+ 1) In(k) — kIn(k + 1)

11/ Justifier que g, est de classe € sur R, puis calculer g;/(z) et g (z) pour tout réel = > 0.

D’apreés les théorémes généraux, la fonction g, est de classe €2 sur R%,* et deux calculs aisés fournissent la réponse
a la question posée.

1

1
Conclusion. Vz > 0, ¢gi'(z) = — —In(k + 1) + In(k) et V>0, g (2) = ——
x x
12/ Déduire de la question précédente que gi’ est strictement décroissante sur [k, k + 1].

D’aprés la question précédente, il est immédiat que la fonction g” est strictement négative sur R . On en déduit que
gi' est strictement décroissante sur R .

Conclusion. g, est strictement décroissante sur [k, k + 1]

13/ Pour tout réel = > 0, on pose h(x) =

1
—1In (1 + ) Etudier le signe de la fonction h sur RY .
z+1 T

La fonction h est dérivable sur R* selon les théorémes généraux, et pour tout réel x > 0 on a :

) — -1 —1/22 _ -1 1 —z+ (z+1)
h()_(x—i-l)2 (x+1)/x (x+1)2+x(:r+1) o(x 4 1)2

*. gx est méme de classe €°° sur RY.
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Ainsi : Vo > 0, h(z) = . En particulier, la fonction h’ est strictement positive sur R ; il s’ensuit que la

x(z+1)2

fonction h est strictement croissante sur R7 .

Par ailleurs, il est immeédiat que : lim h(xz) = 0.
T—r+00

On déduit des deux arguments précédents que la fonction h est strictement négative sur R .

Conclusion. Vz >0, h(z) <0

14/ Etablir qu’il existe un unique réel z; € [k, k + 1] tel que : g’ (zx) =
D’apreés la question 12, la fonction g’ est strictement décroissante T | k k+1
sur [k, k+ 1]. . (k)
Puisque gx' est de plus continue sur [k, k + 1], elle réalise une gx'(x
bijection de [k, k + 1] vers [gi'(k + 1), 91" (k)] (). gr'(k+1)

1 1 1
Or: g/ (k)= 7 In(k +1) +In(k) = T In (1 + k) D’aprés 1-b, on a donc : g/ (k) >0 ().

1 1 1
gk +1) = —— —In(k+1)+In(k) = —— —In {1+~ ) = h(k). Daprés 3¢ : g’ (k + 1 :
Enfin : g/ (k + 1) P n(k+1) + In(k) ] n( +k) h(k). D’aprés 3-c : gx'(k+1) <0 (V)
D’aprés (i), (&) et (Q) : 0 admet un unique antécédent par gi” dans [k, k + 1].

Conclusion. Iz, € [k, k+ 1], g1’ (zr) =0.

15/ Montrer que pour tout réel x € [k, k + 1], on a : In(z) > fi(z).
On déduit de la question précédente le signe de g;’ sur [k, k + 1], Tk Tk k+1
et donc les variations de gy sur [k, k + 1]. gk’ (@ + ‘i) -
. . gr(zx)
On peut aisément veérifier que :  gi(k) = gr(k+1) = 0.
a@ TN
On en déduit que gj est positive sur [k, k + 1]. 0 0

En d’autres termes : Va € [k, k+ 1], gp(z) > 0 <= Vo € [k k+1], In(z) — fr(z) > 0.
Conclusion. Vz € [k, k+ 1], In(z) > fr(x)
16/ Etablir que :

/k+1 In(z)dz > = [In(k 4+ 1) — In(k)] + In(k)
k

k41 k+1
Par croissance de l'intégrale, on déduit de la question précédente que : / In(z)dz > / fe(z)dx (M).
k k

N =

k+1 k+1
De plus : / fr(z)de = / ax + bdz en ayant noté a = [In(k + 1) —In(k)] et b= (kK + 1) In(k) — kln(k + 1).
k k

k+1 k41
Donc : / fre(zx)de =b+ [ﬁ xQ]
k 2

—b+ S [+ 1) =] =ak+ S+
k+1 1
D’ou : /k fr(z)de = k[In(k + 1) —In(k)] + 3 In(k+1) —In(k)] + (K + 1) In(k) — kln(k + 1)
b 1 1
= /k fr(@)de = 5 n(k+1) = 5 (k) + (k). ().

k+1
D’aprés (#) et (&), on a la : Conclusion. / In(z)de > = [In(k + 1) — In(k)] + In(k)
k

N —
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17/ Montrer que :

(n—l— ;) In(n) — n+ 1> In(n!)

Par sommation :

n—1 k+1 n—1 1 1
Z/ In(z)de > { In(k+1) — = In(k) + ln(k')}
k=1"7k o L2 2

1 1
Dou:nln(n)—n+1> 5 In(n) + In(n!) — In(n). Finalement : (n + 2) In(n) —n+1>1n(n!)
18/ En déduire que :

en"e " < n! <ynen"e ™"

Par croissance de la fonction exponentielle, on déduit de la question précédente que :
n"tie e > nl soit : n! < /nene™"
On en déduit, avec la minoration de la question 10 que :

en"e " <n! <ynen"e "

PARTIE 4 - ETUDE D’UNE FORME INDETERMINEE
2n
n
3n
n
LI (2n)tn

Pour tout entier naturel n, on pose : Up =

(271)4"
nn(gn)Bn

19/ On suppose n entier > 2. Etablir que : < Uy < 2n X

. . @)t nl(2n)!  (2n)!(2n)!
Soit m un entier naturel. On a : u, = g X Gl nl (3n)] (M)

Soit & présent n un entier > 2.

D’aprés la question 18, on a : e(2n)*"e=2" < (2n)! < \/ﬁe(Qn)zne_z”

Dot : €2(2n)*me~4" < [(2n)1]? < 2ne2(2n)*me 4" (&)

D’aprés la question 17, on a :  en"e "e(3n)%"e™3" < n! (3n)! < v/nene™"v/3ne(3n)3"e 3"
Dot : e2n™(3n)%"e™4" < n! (3n)! < V3ne?n™(3n)3me~4" (V)

D’apres (M), (&) et (O) on a :

e2(2n)4nef4n 2?182 (2n)4nef4n
SUp € 55—
\/gne2nn(3n)3ne74n 6271”(371)3"6_4"

20/ En déduire : lim .

n——+o0o

Soit n un entier > 2.

(Zn)4n B B - B ) )
Ona:———— =e'" In(2n)—nlIn(n)=3nin(3n) _ j4nIn(2)+4nIn(n)—nln(n)=3nIn(3)=3nln(n) _ 4n(4In(2)-31n(3))
nn(gn)Sn
2 4n
1l s’ensuit que : (2n) = nn(16/27)
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16 16
i — <1 01 .
Puisque 0 < o7 <1,ona n(27> <0

On en déduit avec 1 tion précédent TR ) B S O BV ) M )
i estion précédente, que : ——— =0. : =
n en déduit avec la qu p ,que: lm SYEmED I X G
4
Par ailleurs : n x (2n)*" — ln(m)+nin(16/27) _ en(“‘;—f‘wln(w/w))_
n"(3n)3"

. In(n) . ) ) . In(n)

Or: lim = 0 (croissances comparées). Il s’ensuit que : lim ——= +1n(16/27) = In(16/27) < 0.
n—-+oo n n—-+oo n
1 2 4n

Par suite : nll)rfoon (nin) + 111(16/27)) = —o0. Donc : nll)rfoon x ngl(gsl)m =0 ().

On déduit de la question 18, de (#), de (&) et du théoréme d’encadrement que :
(2n>
n
li =
n—lglr»loo 3n 0
n

—  PROBLEME 2-B — FORMULE DU BINOME GENERALISEE

PARTIE 1 - QUESTIONS PRELIMINAIRES

1/ Soient z un réel, et n un entier naturel. Justifier briévement que :

zn: (Z)ﬁ = (1+a)" (1)

k=0

Soient x un réel, et n un entier naturel. Selon la formule du binéme de Newton, on a :

(1+2)" = zn: (Z) g1k = zn: <Z>xk

k=0 k=0

Conclusion. V(z,n) € Rx N, (1+z)"= Z <Z> a
k=0

2/ Soient p un entier naturel, et = un réel tel que : 0 < z < 1. Etablir que :

lim (n+p+1)Pa"tt =0 (2)

n——+oo

Soient p un entier naturel, et x un réel tel que : 0 < = < 1.

Pour tout entier naturel n non nul, on a :*

(n +p+ 1)17 ntl = epln(n+p+l)e(n+l) In(z) _ eP In(n+p+1)+(n+1) In(z) (*)
Or:
1 1 1
pln(n+p+1)+(n+1)n(z) =n p% + (1—1— n) ln(:v)]

1
In(n) +In (1 + prl

—nlp n >+<1+i)ln(x)

n
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1
In(n) In (1 + ptl ) 1
n
=n|p + +<1+) In(x)
n n n
1
Inn) (127
Or: lim =0(CC)set  lim —— 7 (usuel).
n—4oco N n—-+00 n
1
infr) 1n<1+p+ )
Dou: lim i + =0
n—-+oo n

1 1 1
Par suite : lim [p nn+pt+l) + <1 + ) ln(:c)] =In(x)
n n

n—-+oo

Puisque par hypothése 0 < x < 1, on a : In(z) < 0.
1 1 1
On en déduit que : lim n {pn(n—i—p—}—) + <1 + ) ln(x):| = —00
n—-+00 n n

Dou: lim pln(n+p+1)+ (n+1)In(z) = —oc.

n——+00

On en déduit avec (#) que : lim  lim (n+p+1)P 2" =0

n—-+oo n—+oo

Le cas x = 0 est trivial.

Conclusion. Sous les hypothéses de ’énoncé : liIE (n+p+1)Pa"tt =0
n—r+00

PARTIE 2 - UNE FORMULE DE TAYLOR
Dans cette partie, x désigne un réel positif ou nul, et f une fonction de classe € sur [0, z].

3/ Justifier briévement que :
f@) =50+ [ v )
0

x

On a: Ox f(@)dt = [f(t)]y = f(z) — f(0). Conclusion. f(z) = f(0)+ [ f'(t)dt

0

4/ A Paide d’une intégration par parties, établir que :
@) = 10+ 2 ) + [ o= 0" 0 (@)
Via la formule d’intégration par parties, on obtient :
[@-oroa=ie-oroh+ [ row=-oro [ roa

Ainsi : / F(t)ydt =z f'(0) +/ (x —t)f"(t)dt. La conclusion provient de cette égalité et de la question précédente.
0 0

Conclusion. f(z) = f(0) + xf'(0) + /Ow(L —t)f"(t)dt
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5/ Soit n un entier naturel. A ’aide d’une intégration par parties, établir que :
/ "o — o e gy = S o 0) 4 / S — ) e (5)
0 n+1 n+1 /g
Soit n un entier naturel. A 'aide d’une intégration par parties, on obtient :
[@—orsem@a = [0 o] | =2 g
0 n+1 o nt+1lJy
D’ou la conclusion.
x n+1 xT
Conclusion. /0 (z — )" fF D ()t = ;:7_’_1]"(”“)(0) + 1 /0 (z — )"+ 2 (1) de
6/ Etablir par récurrence quet :
_ S f(k)(o) k 1 ‘ n p(n+1)
Vne N, flx)= (Z TR ] ; (x—=0)"f (t)dt (6)

k=0

n (0 g
Pour tout entier naturel n, notons P(n) assertion : f(z) = (Z S20) xk> + 7/ (z — )" fHD (1) dt
0

k! n!

k=0

L’assertion P(0) est vraie selon la question 1.

Supposons & présent Iassertion P(n) vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

n (k) T
f(z) = <Z / k!(O) xk> + %/O (x —t)" f("""l)(t) dt

k=0

D’aprés la question 5, on en déduit que :

f($) _ <§n: f(k]j'(o) xk) + l (mn-‘rlf(n-i-l)(o) + 1 /(f(x N t)n+1f(n+2) (t)dt)

= nl\n+1 n+1
D’ou :
- f(k)(o) k an (n+1) 1 /I +1 p(n+2)
= " 0 —_— — )" " t)dt
e (H w7 ) O gy [ @ e
Finalement :

n+1 (k) T
Fz) = <I;) f k!(O) xk) n (ni 1)! /0 (& — 1)+ D) (1)

Ce qui signifie que P(n + 1) est vraie. Récurrence établie.

Conclusion. Vn € N, flx) = (Z w a:k) + ! / (. — )" D (1) dt
k

= k! n! Jo

Cette formule est une des versions de la formule de Taylor.

t. “Avec des petits points”, la formule de cette question peut s’écrire :

(2) (3) (n) x
f@) = F0) +2f'(0) + 7 2!‘0) 2241 3!(0)x3 - fT'(O)a:" r /O (@ — )" F D (1) dt




14 MPSI — Devoir surveillé de Mathématiques n°5 — 9 décembre 2023

PARTIE 3 - UNE APPLICATION DE LA FORMULE DE TAYLOR

o désigne un réel, non entier : a« € R\Z
Dans cette partie :
¢ est la fonction définie en posant : Vz e Ry, ¢(z) = (1+z)”

Notation. Pour tout entier naturel non nul k, on note :

On pose par ailleurs : (3) =1.

7/ Etablir par récurrence que :

Vke N, Vo e Ry, oW(@) = | [[(a-j) | @+2)"" (7)
§=0

k—1

Soit = € R. Pour tout entier naturel non nul k, notons P(k) I’assertion : (¥ (z) = H (a—j) | 1+ iL’)aik.
j=0

0
Ona:y'(e)=a(l+ w)OHl - H (@=j) ) 1+ 1')&7]6- D’ou P(1) est vraie.
Jj=0

Supposons P(k) vraie pour un certain entier naturel non nul k. Alors :

k—1
p O @)= [ (@=5 | Q+2)""
§=0
On en déduit que :
k—1
pED @) = | [[(@=5) | (a=k) (1)
j=0

D’ou :
k
D () = [ [[(@—4) | @+a)**Y
j=0

Ce qui signifie que P(k + 1) est vraie. Récurrence établie.

k—1
Conclusion. Yk € N*, Vo € Ry, o®(2)= | [[(a—4) | @+2)*"
j=0
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8/ En déduire que :

9/

(k)
Vke N, Vae Ry, 2 k'(x) - (O‘> (1+2)*" (8)

D’apreés la question précédente :

(k)
Vke N, Vze Ry, 7 k'(”““) — - (1+a) "

(k)
On en déduit que : Vk € N*, Vo € Ry, Al C) = (a) (1 —&-x)a*k

il k
0O (x)

Par ailleurs, pour £k =0, on a : T 1+x)*= (g) (14 2)*"° puisque <§) = 1 par définition.

(k) )
Conclusion. Vk € N, Vz € Ry, L4 k'($) = (Z) (1+2)*F

Soient n un entier naturel, et x un réel positif. Etablir que :
. | JRCEE)) -
@ i—0 o (z—-t)"
1+2)" = Bl 42 / dt

k=0

Soient n un entier naturel, et x un réel positif. D’aprés la question 6, on a :

(1 + x)a _ (zn: QO(]Z'(O) l‘k) + 7711'/01(37 _ t)n (p(n-&-l) (lf) dt

k=0

") (o
Or d’aprés la question précédente : VK € N, »(0) = (a)

En outre, selon la question 7 : (™1 (t) = H (a—5 | A+0)* !

On en déduit que :

(1+2)” (i() ) ;!/Oz(x—t)" ﬁ(a—j) 1+0) "t

k=0

n xr
- —)n
Conclusion. (1 +2)" = (a) ok |+ =2 ' / (@ ,,Lle_a dt
: k n: 0 (1 + t)

> On pose & présent :

La formule (9) peut ainsi étre écrite :



16 MPSI — Devoir surveillé de Mathématiques n°5 — 9 décembre 2023

10/ Dans cette question, x est un réel positif, et n est un entier naturel tel que n +1— o > 0.

a/ Etablir que :

x — )" n+1
og/ (= L_&gx (11)
o 1+ nt1
Sur le segment [0, 2], on a 1+¢ > 1... Puisque de plus n+ 1 — a > 0, on en déduit : (1+¢)" 7 7% > 1.

Par conséquent, pour tout réel ¢t € [0,2] on a :

Par croissance de l'intégrale, on en déduit :

€T _tn x
o (L+1¢) 0

[fw-orar=[- oD 2
0

n+1 n+1

(JJ _ t)n - .an+1
Lenre S

Conclusion. 0 </ (
0

b/ En déduire que :

n

| JRCEE))
Conclusion. |R,(z)| < L

(n+1)!

Le but de la partie suivante est de prouver que lorsque = € [0,1[, le réel R,(x) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
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n
PARTIE 4 - ETUDE ASYMPTOTIQUE DE H (0 —j)| DANS LE CAS a <0

j=0

« désigne un réel strictement négatif, non entier : « € R*\Z

Dans cette partie :

on pose : ny=|—q]

La figure ci-dessous illustre les hypothéses et notations ci-dessus (mais elle ne peut pas étre utilisée comme une “preuve”).

11/

12/

13/

a—1 o —a  —atl —a+2

ny=|—a] ng+1 no+2 mnog+3

Soit n un entier naturel. Justifier briévement que :

n

[[e-n=11G-a (13)

Jj=0 Jj=0

Ona:ﬁaf] H|a7]

3=0 3=0
Or pour tout entier naturel j, le réel a — j est (strictement) négatif (puisque a < 0 par hypotheése).

11 s’ensuit que pour tout entier naturel j : |(a — j)| = j — a.

Conclusion ﬁ ﬁ (j — )

Soit j un entier naturel. Justifier briévement que :

j—as<ng+1+j (14)

Par définition : ng = |[—«]. Par caractérisation de la partie entiére, on a donc :
ng < —a<ng+1

On en déduit que pour tout j € Nona: —a+j<ng+1+7.
Conclusion. Vj e N, j—a<ny+1+j

Jusqu’a la fin de cette partie, n désigne un entier naturel tel que : n > ng.
Etablir que :
n—no
(n+1D)!=no! x [ (no+1+) (15)
j=0
n+1
Par définition de factorielle : (n 4 1) = H k.
k=1

no n
D’apres la relation de Chasles pour les produits : (n + 1)! = (H k) X < H k)

Ainsi : (n+1)! = ng! x ( ﬁ k:) (M)

k=no+1
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On procéde au changement d’indice j = k — (ng + 1) (d’ott : k = ng + 1 + j) dans le produit de droite pour obtenir :

n n—ng
[T k=11 w+1+i) (&
k=no+1 7=0
n—no
La conclusion provient alors des relations (#) et (é). Conclusion. (n + 1)! = ng! x H (no+1+37)
j=0
14/ Etablir que :
n—no
(J—a)
=0
0< = <1 (16)
(no +1+j)
§=0
n—no
[[O(J*Oé) nm
Prouvons que le quotient est inférieur ou égal 4 1. On a : = = d
n—ngo gy (nO + 1+ ])
H (no+1+34) 77
7=0
Or, d’aprés la question 12, on a pour tout entier naturel j : 0<j—as<ny+1+7.
On en déduit que pour tout entier naturel j : 0 < (j;a). <
(’rlo + 14+ j)
n—no
o (J—a)
* (—a) j=0
Par conséquent%t :0< [[0 m < Conclusion. 0 < p—— <1
= (no +1+7)
§=0
15/ Déduire de ce qui précéde que :
n n
[Te-5 I G-o
j=0 j=n—mo+1
< 17
Observons que :
n n—no n
[Te-2 J[G-ax ] G-«
j=0 ~J=0 j=n—mo+1
(n+1)! n—no
TL()! X H (n() +1 +j)
j=0
D’ou :
n n n—no
[T@-4 I G-« I[IG-a
j=0 - j=n—mo+1 % =0
(n+1)! nop! n—no
(no+1+37)
j=0

1. Un produit de réels de [0, 1] est un réel de [0, 1].
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Puisque le quotient de droite est compris entre 0 et 1 d’aprés la question précédente, on peut conclure.

[Te-5 I G-
. Jj=0 j=n—no+1
Conclusion. RS < P

16/ En déduire que :

n
(a—1j)

=0 o (no+n+1)"
(n+1)! =

d (18)

'flo!

Pour tout entier naturel j <n,on a:j—a<ng+ 1+n (selon la question 12).

n n
On déduit de cette majoration sauvage que : H (j—a) < H (no+1+n)=(ng+n+1)"
j=n—no+1 j=n—no+1
n
[[- )
On conclut grace a cette majoration et a la question précédente. Conclusion. j:(jl 1) < (no +:0;F D"

PARTIE 5 - FORMULE DU BINOME GENERALISEE

Dans cette partie, on conserve les hypothéses et notations des parties 3 et 4 :

[ o désigne un réel strictement négatif, non entier : a € R*\Z

on pose : ng=|—a

n
@i
j=0 z—t)"
Rp(z) =2 /
I n( ) n! 0 (1 + t)n-‘rl—a
De plus, jusqu’a la fin de cette partie, x désigne un réel tel que : 0<z < 1.
17/ Etablir que pour tout entier n > ng on a :
1 no ,.n+1
Ru(@)] < — (no+n+1)" (19)
0-

Soit n un entier tel que n > ng. D’aprés la question 10-b et la question 16, on a immédiatemment :

[Ba()] < — (g + 1) a7
ng:
18/ En déduire que :
dim Ry, (2) =0 (20)
D’aprés la question 2, on a : lim (ng+mn+1)" 2" =0.
n—-+o0o
1
Par suite :  lim — (ng+n+1)" 2" =0.
n—-+oo ’rLO!
On en déduit avec la question précédente que :  lim |R,(x)| = 0.
n—-+4+oo

Conclusion. lim R,(z) =0
n—-+oo
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19/ En déduire finalement que :
Ya€ R*\Z, Vo e [0,1], (1+2)%= lim ( (O‘> xk>

D’aprés la question 9 :

n

« * T z)% = @ v (T
Vaec R*\Z, Yz e [0,1], (1+z) (%(k) >+R()

Or: lim R,(z)=0 selon la question précédente, d’ou la conclusion.

n—-+4oo
n
. * [ . 07 k
Conclusion. Va € R*\Z, Vx € [0,1], (14+2)" = nkr—&r-loo (,;) <k) T >
Résultat qui pourra étre noté a ’avenir :
+oo o
Vae R*\Z, Vz € [0,1], (1+x)*= Z (k> z* (formule du binéme généralisée)

k=0

PARTIE 6 - UNE APPLICATION DE LA FORMULE DU BINOME GENERALISEE

20/ Soit z un réel de [0,1[. Etablir que :

k—1
S I
1 3=0 i
1+x_nll>g-loo 1+; 2k k! *

Appliquer le résultat de la question 19 avec o = —1/2.

21/ En déduire que :

k—1
k .
2 . oI
. 4 J=
3= lim 1+; AR R

Appliquer le résultat de la question 20 avec z = 1/2.

(21)

(22)



