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Problème de la semaine 7

Exercice 1 � (Applications, fonctions, suites). On considère les applications :

f : [0, π] // [−1, 1]

x � // cos(x)

g : N // [−1, 1]

x � // cos(x)

h : Z // [−1, 1]

x � // cos(x)

1/ Etablir que l'équation cos(x) = −1 n'a pas de solution dans Z.

2/ Etablir que f est bijective.

3/ Etablir que g est injective et non surjective.

4/ Etablir que h est non injective et non surjective.

Exercice 2 � (Un peu limite).

Soit β un réel. On pose, pour tout entier naturel non nul n : un = 1−
√

1 +
1

n
.

Déterminer en fonction de β la limite : lim
n→+∞

nβun.

Exercice 3 � (Etude de deux suites liées).

Soient (un) et (vn) les deux suites réelles respectivement dé�nies par u0 = 2 et v0 = 10, et :

∀n ∈ N, un+1 =
2un + vn

3
et vn+1 =

un + 3vn
4

1/ Programmation en Python.

a/ Ecrire une fonction F(N) en Python qui reçoit comme paramètre un entier naturel n, et qui retourne
les valeurs de uN et de vN .

b/ Ecrire les deux lignes de code permettant d'a�cher les 20 premiers termes (valeurs approchées) des
suites u et v.

c/ A la lumière de la question précédente, quelle conjecture peut-on faire sur la convergence, ainsi que
sur les limites respectives des suites u et v ?

La suite de l'exercice est destinée à préciser et justi�er les résultats obtenus précédemment.

2/ On pose, pour tout entier naturel n : wn = vn − un.

Etablir que la suite (wn) est géométrique. Donner l'expression de son terme général en fonction de n.

3/ Montrer que (un) et (vn) convergent.

4/ Déterminer deux réels non nuls α et β tels que la suite (tn), de terme général tn = αun + βvn, soit
constante.

5/ Déterminer lim
n−→+∞

un et lim
n−→+∞

vn.


