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Corrigé du Probléme n"2 — Applications de la diagonalisation

10 0 5 -8 —4
Tout au long de ce probléme, on pose: L= 0 1 0 et A= 4 -7 —4
0 0 —1 -2 4 3
Partie n°1 — Diagonalisation de la matrice A
0 1 2
1. On considére la matrice: P=| —1 0 2
2 1 -1
b1
Posons : B = ba ou b1, by et b3 sont trois réels arbitraires, et résolvons le systéme PX = B, ou
b3
€1
X=1 2 est un triplet de réels inconnus. On a :
x3
0 1 2 1 bl $2+2.’L‘3 = b1
PX =B« -1 0 2 xro = by = —x1+2x3 = by
2 1 -1 T3 b3 201 + 29 —x3 = b3
2x1 +x9 — 13 = b3 2x1 +x9 — 13 = b3 201 +x9 —x3 = b3
= To+2x3 = b & To+2x3 = by = To+2x3 = by
—x1+2x3 = by To +3x3 = bg+ 2by r3 = by +2by—0b
2x1 = 4bg + 6by — 4bq r1 = 2b3+ 3by —2by
<~ To = 3b1 — 4b2 — 2b3 ~ To = 3()1 — 4b2 — 21)3
x3 = b3+ 2by — by x3 = b3+ 2by — by
-2 3 2
On en déduit que : | P € GL3 (R) et P71 = 3 —4 -2
-1 2 1

2. Par associativité du produit dans M3 (R), on peut procéder (au choix) de I'une des deux fagons suivantes :

» On écrit : P71 x Ax P = (P_1 X A) x P. Alors :

-2 3 2 5 -8 —4 -2 3 2
PlxA= 3 -4 -2 4 -7 —4 | = 3 —4 -2
-1 2 1 -2 4 3 1 -2 -1
-2 3 2 0 1 2 1 0 0
Puis: P l1xAxP= 3 -4 -2 -1 0 2 =101 0
1 -2 -1 2 1 -1 00 -1
» Ou on écrit : P71 x Ax P =P~ x (A x P). Alors :
5 —8 —4 0 1 2 0 1 -2
Ax P = 4 -7 —4 -1 0 2 = -1 0 =2
-2 4 3 2 1 -1 2 1 1
-2 3 2 0 1 -2 1 0 0
Puis: P 1xAxP= 3 -4 =2 -1 0 =2 |=(01 o0
-1 2 1 2 1 1 00 —1

Bref, quelquesoit la méthode employée, on peut conclure : | P~ x A x P =L |
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Partie n°2 — Commutant de la matrice A

3. Pour M € M3 (R), posons N = P! x M x P.Onaalors: M = P x N x P~L.
De maniére analogue, puisque P~ x A x P = L d’aprés la question précédente, ona: A= P x L x P~1,

Par suite : [M x A= AX M| <= [PXxNxP 'XPxLxP1'=PxLxP1'xPxNxP|

< [PXxNXxLxP1'=PxLxNxP' <= [NxL=LxN|

La derniére équivalence étant obtenue en multipliant & gauche (resp. a droite) les deux termes de I'avant-
derniére égalité par P~1 (resp. par P).

Finalement, on a établi que : |[M x A=A x M] <= [N x L =1L x N] (ot N=P 1 xMxP)|
a b c
4. Soit N € M3 (R). Il existe 9 réels a, b,..., i telsque: N=| d e f |. Avec cette notation, on a :
g h i
a b c 1 0 0 1 0 a b ¢
INXL=LxN]<= || d e f 01 0 |=[o01 d e f
g h i 0 0 -1 00 g h i
a b —c a c
— d e —f | = d e f —lc=f=g=h=0]
g h —i —g —h —i
a b 0
En résumé : N x L = L x N si et seulement si il existe 5 réels a, b, d, eet i telsque : N=| d e 0
0 0 =
a b 0
Conclusion. {N € M3(R) , NXx L=Lx N} = d e 0 , a,b,d, e, iréels
0 0

5. Soit M € Mz (R). D’aprés la question 3 : [M x A=A x M] <= [N x L =L x N] (avec N = P~!
M x P).

Or, d’aprés la question précédente :

[N XL =1Lx N} <~ [3 (Oq, a2, (3,04, 045) € R5, N = OélEn + 042E12 + 043E21 + Oé4E22 + 045E33]

1 00 010 0 0 0 0 0O
ol l'on a noté : E11 = 0 0 0 s Big = 0 0 0 ; Bop = 1 0 0 ; Bog = 01 0 et
0 00 0 00 000 0 00
0 00
Fss=1 0 0 0
0 01

On en déduit que :
[]\/[ XxA=Ax M] < [E' (al,ag,ag,a4,a5) S R57 M =P x (a1E11 + O[2E12 —+ 043E21 —+ Q4E22 —+ 0[5E33) X Pil]

5
M xA=AxM] <> |3 (a1,...,a5) € RS, M = oy |,
k=1

Finalement :

avechszEHXPfl,...,J5:P><E33><P*1
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Partie n°3 — Calcul des puissances de A

10
6. La matrice L étant diagonale, ona:|Vne N, L"=| 0 1 0
00 (-1~

En partlcuher L? =13. La matrice L est donc inversible, et L™' = L. Pour un entier n négatif, on a alors :

Lh= (L) ™" =L =diag (1,1, (-1)7") = diag (1, ,( nm.

10 0 I3 sin est pair
Dou:|Vne Z, L"=1{ 0 1 0 . En d’autres termes : |Vn € Z, L" =

0 0 (=" L sin est impair

7. D’aprés la question 2, on a : P~YAP = L. Il s’ensuit * que : A = PLP~".

Notons & présent & (n) la propriété “A™ = PL" P~ L’initialisation (pour n = 0) est immeédiate puisque
AD = I3 et PLOP~1 = PIgPil =pp! =1Is.

Etablissons & présent I'hérédité de la propriété. Supposons que &2 (n) soit vraie pour un certain entier
naturel n. Alors A"T! = A" x A, et en utilisant la remarque faite ci-dessus (& savoir A = PLP™!), et
I'hypothése de récurrence (A" = PL™P~!), on obtient.

Par suite : A"T! = PL"P~'PLP~! = PL"I3LP~' = PL"LP~! = PL""' P~ et cette derniére écriture
signifie que & (n + 1) est vraie, ce qui prouve I'hérédité.

Conclusion : Vn € N, A” = PL"P~!|

8. Soit n un entier naturel quelconque. D’aprés la question précédente : A® = PL"P~L,
La question 6 nous conduit alors & distinguer deux cas :

ler cas — Si m est pair. Alors L™ = I3, d’oil : A" = PI3P~! soit A" =13

2&me cas — Si n est impair. Alors L™ = L, d’out : A" = PLP~! soit A" = A.

I3 sin est pair
Conclusion : Vn € Z, A" =

A sin est impair

Remarque. Le calcul direct de A™ peut aussi étre fait explicitement :

0 1 2 10 0 -2 3 2
Ar=pPL"P1=| -1 0 2 0 1 0 3 —4 -2
2 1 —1 00 (=1 -1 2 1

(=)™ 4(-1D)" -4 2(-1D)" -2
(=)™ 4(-1)" -3 2 ( 1)" —2 | (ce qui coincide, heureusement, avec
"1 2-2(-1)" 2-(-1)"

On obtient alors : A" =

le résultat précédent).

Partie n’4 — Equations matricielles

1 2 2 -1 2 -1 2 1
9.0na: PxP=g| —1 2 2 2 2 -1 | = ;diag(9,9.9)
2 -1 2 -1 2 2
1 2 -1 2
Finalement :| P x ‘P =1I3. On en déduit que P est inversible, et que : P71 = P = 5 2 2 -1
-1 2 2

*. Aprés multiplication a gauche par P et a droite par P~ .
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10. Soit M une matrice de M3 (R). On a :

P~'MP solution de (E2)
tP x M x P solution de (E2)
F(PPxMxP)xLx("PxMxP)=L
PPx'Mx'('"P)xLx'PxMxP=L
tPx'Mx PxLx'PxMxP=1L
N———’
=pPLP-1

[ A

Plx!'Mx BxMxP=1L
tMx BxM=PxLx P!
‘Mx BxM=DB
M solution de (E1)

[ A

Conclusion. VM € Ms (R), [M solution de (E1)] <= [P~*MP solution de (E2)] |.

11. a. Soient M et N deux éléments de G. Alors :

E(MN)L(MN) = !Nx'MxLxMxN='NxLxN=1L
N’ N’
=Lcar M € G =Lcar M € G
En résumé : * (MN)L(MN)= L. Dou: MN € G.

Conclusion. V(M,N) € G>, M x N € G|

b. Soit M € G. Alors : '!M x L x M = L. En multipliant & gauche les deux termes de cette égalité par L, on
obtient : L x! M x L x M = L?. Puisque L? = I3, on peut réécrire cette égalité : (L x M x L) x M =13.

Cette derniére signifie exactement que M est inversible, et que son inverse est : L x ‘M x L.

Conclusion. VM € G, M € GL3(R) et M~'= L x 'M x L|

c) Supposons que M € G. D’aprés la question précédente, M est inversible, et : M~' = L x M x L.
Or: ' (Lx '™ x L) xLx (Lx'Mx L)=LxMxLxLxLx'MxL=LxMxLx'MxL

=Lx'"("MxLxM)xL=LxLxL=L

Dans la suite d’égalité précédentes, on a notamment utilisé le fait que L est symétrique (car diagonale),
donc égale a sa transposée ; et que M est un élément de G (d’oit : M x L x M = L) ; et enfin que L? = I3.

Finalement on a établi que : * (L x *M x L) x Lx (Lx *M x L) =L, soit : * (M™') x Lx M~ = L.

En d’autres termes : M! € G. Conclusion. VM € M3 (R), [M € G]= [M~' € G]|

12. Soit M € H. Par définition, M est un élément de G et M est & coefficients entiers.

Or, d’aprés la question 11 (b et c), M est inversible et M1 est un élément de G.
En outre : M~' = 'M x L x M. Or les matrices M, 'M et L sont toutes les trois & coefficients entiers, et
il s’ensuit d’aprés lindication de I’énoncé que M ™! est & coefficients entiers.

Ainsi : M~' € G, et M~! € M3(Z). Ce qui signifie que : M~' € H.

Conclusion. VM € M3 (R), [M € H = [M~' € H]|
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13.2.Ona:U?=V.Puis: U? = Oums(r)- On en déduit que : UV = U3 = Omy(r) et VU = U3 = O, (R)-
Enfin : V2 =U* = Oy (R)-

Conclusion. U2 =V et U3 =UV = VU =V? = OMs(R) |

b. Soit k un entier relatif. Il résulte des définitions de Ry, U et V que : | Ry = I3 + 2kU + 2KV |.

Fixons & présent deux entiers relatifs k et £. On a :

Ry, x Ry = (Is + 2kU + 2k*V) (I3 + 20U + 202V))

<= Ry X Ry =13+ 20U + 202V + 2kU + 4klU? + 42UV + 2k2V + 420V U + 4k202V?
<= Ry, X Ry =I5+ 20U + 202V + 2kU + 4kLV + 2k*V

= Ry XxRy=I3+2(k+0U~+2(k*+2kl+ )V

= R, xRi=I+2(k+0U+2(k+0)>V

< Rp X Ry = Rpyy

Conclusion. V (k, ) € Z2, Ry, x Ry = Ryiq |

c. Soit k un entier relatif. D’aprés la question précédente, on a : Ry X R_x = Ry. Or : Ry = I3. On en
déduit que Ry est inversible, et que R,;l = R_; appartient a R.

Conclusion. Vk € Z, R, € GL3(R) et R;' =R_, € R|

d. Soit k un entier relatif. D’aprés la question 13.b, on a : Ry — I3 = 2 (kU + kZV). Puisque les matrices
U et V commutent (d’aprés la question 12.a), il est légitime d’appliquer la formule du binéme de Newton
pour obtenir :

(R —13)* = [2 (kU + k*V)]° = 8 (K3Us3 + 3K*U2V + 35UV 4+ kSV3) = Oy

puisque d’apres la question 13.a, les matrices U2, U2V, UV? et V2 sont nulles.

Conclusion. Vk € Z, (Ry, —I3)° = OM,(R) |

1 0 0
e. On vérifie sans peine que la matrice D = | 0 —1 0 | est telle que pour tout entier relatif k£ on a :
0 0 1

S, =Rp xD et S_r =D x Ry,

Soit &k un entier relatif arbitraire. Commencgons par observer que Sx € M3 (Z), puisque Sy est le produit
de deux matrices & coefficients entiers.

Par ailleurs :

'Sk x L x Sk, = ' (R x D) x L x (R x D)

= 1S x L xS, ='Dx 'R, xLxRyxD

= 1S X L xSy ="'Dx 'Ry xLxRyxD

= 1S, xLxS,=Dx LxD

= 1S, x L x S, = L x D?

= 1S, xLxS,=1L
En résumé : S € M3 (Z) et Sk est solution de (E2). Il s’ensuit que Sy, € H.
Conclusion. Vk € Z, Sy € H|
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f. Soient k et ¢ deux entiers relatifs. On a :
- RkXSg:RkXR@XDZRk_MXD:Sk_M
- SkXRg:S,(,k)XR[ZDXR_kXREZDXRg_kISk_g

- = = . D _D ¢ = —
Sk X Sg Sk X S,(,g) Rk X X xR Y Rk Y
I3
Partie n°5 — Groupes
14. Tout élément de G est inversible (question 11.c), donc G C GL3 (R); le produit de deux éléments de

G est encore un élément de G (question 11.a); la matrice I3 appartient & G' (car I3LI3 = L); et I'inverse
d’un élément de G est encore dans G (question 11.c).

En d’autres termes : ’ (G, x) est un sous-groupe de (GL3 (R), x) ‘

15. La matrice nulle Oyg, gy n'appartient pas a G (car : Oy, r) # L). Donc (G, +) n'est pas un sous-groupe
de (M3 (R),+). A fortiori : ‘ (G, +, x) n’est pas un sous-anneau de (Ms (R), +, X) ‘

16. Par définition, tout élément de H est en particulier un élément de G, donc H C G; le produit de deux
élements de H est encore un élément de H (car G est un groupe et que le produit de deux matrices a
coefficients entiers est encore & coefficients entiers) ; la matrice I3 appartient & H (car I3 € G et I3 est a
coefficients entiers) ; et U'inverse d'un élément de H est encore dans H (question 12).

Par suite : ‘ (H, x) est un sous-groupe de (G, X) ‘

17. D’aprés I’énoncé tout élément de R est en particulier un élément de H, donc R C H ; le produit de
deux éléments de R est encore un élément de R (d’apres la question 13.b); la matrice I3 appartient a R
(car I3 = Ryp) ; et 'inverse d’un élément de R est encore dans R (question 13.c).

Par suite : ’ (R, X) est un sous-groupe de (H, X) ‘

En revanche, S n’est pas stable par produit (question 13.f). Il s’ensuit que (S, x) n’est pas un sous-
groupe de (H, x).



