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CONCOURS BLANC JANVIER 2023

CORRIGE DE L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE 1 — | (EQUATION)

Dans cet exercice, on se propose de résoudre I’équation

(E): 2*-—12x—-8=0

1/ Questions préliminaires. Dans une assez large mesure, les questions 1-a/ a 1-e/ sont indépendantes.

a/ Etudier les variations sur R de la fonction f définie par f(z) = 2® — 12z — 8. En déduire le nombre
de solutions réelles de I'équation (E).

La fonction f : 2 € R > 2% — 120 — 8 z |—oo _9 2 +00
est polynomiale donc dérivable sur R, et pour e ) )
8

tout = réel on a : f/'(z) = 3% — 12, soit en-

core : f'(x) = 3(x —2) (x + 2). On en déduit
le signe de [’ et le tableau de variation ci- i@ / \ /

—00 —24

+00

contre.

Sur chacun des intervalles | — oo; —2|, [—2;2] et [2;+o0 [ la fonction f est continue et strictement
monotone. En outre 0 appartient & I'image par f de chacun de ces intervalles. On en déduit que
I'équation f(z) = 0 admet exactement trois solutions réelles (une dans chaque intervalle).

Conclusion. L’équation f(z) = 0 admet exactement trois solutions dans R.

b/ Résoudre dans C I'équation 2 — 8z + 64 = 0.

Considérons I'équation 22 — 8z + 64 = 0. Son discriminant est A = (—8)° — 4 x 64 = —192.
Puisque A < 0, et que les coeflicients de cette équation sont réels, elle admet deux racines complexes
conjuguées :

+1/192 + 8i
8 12 92 _8 il\/§24i4wg

Conclusion. Les solutions de 22 — 8z + 64 = 0 sont 4 &+ 4i\/3

c/ Soient z; et 2o deux complexes. Justifier que 21 et 2, sont solutions de ’équation X2 — SX + P = 0,
ou S et P désignent respectivement la somme et le produit de 2; et zs.

Soient 2; et z; deux nombres complexes. Considérons I'équation X2 — (21 + 22) X + 2120 = 0. Le
complexe z; est solution de cette équation puisque 212 — (214 22) 21+ 21220 = z% — zf — 2129+ 2129 = 0.
Vérification analogue pour z,.

Conclusion. z; et z sont solutions de X2 — SX + P =0, avec S = 21 + 2 et P = 212. |*

*. L’intérét de cette question était de vous rappeler les relations existant entre les coefficients et les racines d’une équation
polynomiale du second degré.
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3 = w. Exprimer le module et

d/ Soit w un nombre complexe non nul, et soit z un complexe tel que z
I’argument de z en fonction de ceux de w.

Soit 2 un complexe tel que z* = w. Cette égalité implique que z est non nul; on peut donc écrire z
sous forme exponentielle : z = |z| el #8(2),
Ainsi :

23 — ) = (|Z| eiarg(z)>3 _ ‘w‘ eiarg(w) — |Z’363iarg(z) _ |w| eiarg(w)

1/3
z w
A = o S
= — arg (w) [27
Jarg(z) = arg(w) [27] arg(z) = g3 [?}
2l = o'
Conclusion. [2° = w] <
arg (w) |27
ey — ) [

e/ Déterminer les racines cubiques dans C de w = 4 + 4iv/3.

ze\h,"g

Les racines cubiques de 4+ 4iv/3 sont les nombres complexes
z tels que 2% = 4 4 4iy/3. On les obtient & Paide du raison- \ D), 26
nement précédent (appliqué avec w = 4 + 4iv/3). \
Comme : {4+4i\/§| = 8 et arg (4+4i\/§) =
racines cubiques de 4 + 4i+/3 sont :

26im/9 9im/9+(in/3) — 9aTin/9 ot Qa(in/9)+(Hin/3) — 913im/9

g [27], les

21379

Conclusion. Les racines cubiques de 4 + 4iv/3 sont 2el™/9, 2¢77/9 et 2¢13i7/9

Hlustration : & droite on a représenté les racines cubiques de 4 + 4iv/3. Ce sont les sommets d’un
triangle équilatéral inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 2.

2/ Résolution de (E). Dans cette question, on cherche une solution de (E) sous la forme z = u + v,
avec u et v deux complexes.
a/ On suppose que x est solution de (E), et que uv = 4. Montrer que : u® + v3 = 8.

Dans cette question, on fait donc I'hypothése que u et v sont deux nombres complexes tels que :
(u+ v) est solution de (E), et uv = 4.

Commengons par exploiter la premiére hypothése. Puisque (u + v) est solution de (E), on a :

(u+v)’ —12(u+v) =8 <= (u+0) [(u+v)’ - 12] =8 <= (u+v) [u® + 2uv + v2 — 12] = 8
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b/

w=4+ 41\/5, ainsi que celles de son conjugué w =4 — 4i/3.

et puisque uv = 4 par hypothése, on en déduit que :
(u+0)°—12w+v) =8 = (u4v) [l + 1> —4] =8 <= u® + uv® — du+ v +v® —4dv =8
et en observant que u?v = (uv)u = 4u et uv? = (uv)v = 4v, on obtient finalement :

(u+v)’—12(u+v) =8 <= u? +v> =8

Conclusion. Sous '’hypothése uv = 4, (u + v) est solution de (E) SSI u® + v* =8

En déduire que sous ces hypothéses, u® et v* sont solutions d’une équation du second degré que I'on
précisera.

w = 4 v = 64
Sous les hypothéses de la question précédente, on a : d’ou
w+vd = 8 uw+vd = 8

Ce systéme donnant la somme et le produit des complexes u? et v, on peut affirmer (grace a la
question 1.c) que u® et v3 sont solutions de 1’équation x* — 8z + 64 = 0.

Conclusion. Si u et v sont deux complexes tels que uv = 4 et (u 4 v) est solution de (£), alors
u? et v3 sont solutions de 'équation 22 — 8z + 64 = 0.

A Taide de ce qui précéde, déterminer les valeurs exactes des solutions de (E).

Si u? est solution de 22 — 82 4 64 = 0, alors u® = 4 + 4iv/3 ou u® = 4 — 4iV/3 (d’aprés la question
1.b).

Dans le premier cas, u® est une racine cubique de 4 + 4iv/3 d’oil : u = 2e7/9, 2677/ gy 2e!37/9
(d’aprés 1.e).

Dans le second cas, u® une racine cubique de 4 — 4iv/3 et un “copier-coller-adapter” de la question
1.b permet d’obtenir que : u = 2e /9, 2657/ gy 2e1i7/9,

Le méme raisonnement étant valable pour v3, on en déduit que les couples (u,v) de racines de
2?2 — 8z + 64 = 0 sont tous ceux obtenus en donnant & u et v une des six valeurs :

2ei7r/9, 2e7i7r/97 2613i7r/9, 2€—i7r/97 2€5i7r/9 ou 2€lli7r/9

que l'on peut encore écrire pour clarifier les choses :

26177/9’ 2€7i7r/9, 267517r/9, 2efi71'/97 26517r/9 ou 2677171'/9

2 e|5.'| /9

Reste a faire un peu de ménage parmi ces 36 couples solutions
potentiels, et & ne conserver que ceux pour lesquels le produit
uv vaut 4; c’est-a-dire tous ceux pour lesquels u et v sont
conjugués.

Hllustration : a droite on a représenté les racines cubiques de

- . . . . —im /9
Les triangles équilatéraux ayant pour sommet les racines cu- %

biques de chacun de ces complexes sont symétriques par rapport
a Uaze réel, ce qui provient du fait que les racines cubiques de 2¢
w et de W sont deur & deur conjuguées.

i11r/9
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Conclusion intermédiaire : les couples (u,v) de complexes solutions de x* — 8z + 64 = 0 et
tels que uv = 4 sont :

(26171’/97 267i7r/9) : (2€5iﬂ'/97 2675i7r/9) : (2€7i7r/9’ 2677171’/9) : (2€7i7r/9’ 2€i7r/9) :
(2e—5i7r/97 2e5i7r/9) ot (26—7i7r/9’ 267i7r/9).

D’aprés la question 2.a), chacun des couples (u,v) listés ci-dessus donne lieu & une solution (u + v)
de I'équation (E) si et seulement si u® +v® = 8. Or :

> si (u,0) = (2679, 2e71/9) : alors u® + v3 = 8 (e/? + e /%) = 16 cos (1/3) = 8.
Donc (269 + 2e7/9) est solution de (E).

» si (u,0) = (26779, 2e 7579 ¢ alors W + 0® = 8 (%3 4 e7%/3) = 16cos (5n/3) = 8. Donc
(2e°7/9 + 2e75/9) est solution de (E).

> si (u,v) = (26779, 2e"7/9) + alors w? 4+ 0¥ = 8 (e 4+ e ™/3) = 16cos(m/3) = 8. Donc
(2e77/9 + 2e7T/9) est solution de (E).

On peut aisément vérifier que les trois autres couples ne donnent pas lieu a d’autres solutions.

En résumé, on vient d’établir que les réels 4 cos(7w/9), 4cos (57/9) et 4cos(77/9) sont solutions
de (F). Puisque 7/9, 57/9 et 7m/9 sont trois réels distincts de [0;7] et que la fonction cos est
strictement monotone sur cet intervalle, les trois réels 4 cos (7/9), 4 cos (57/9) et 4 cos (77/9) sont
distincts. Comme par ailleurs 1'équation (F) posseéde exactement trois racines réelles (d’aprés la
question 1.a), on peut enfin conclure.

Conclusion. L’équation 2® — 122 — 8 = 0 posséde exactement 3 solutions réelles : 4 cos (7/9),
4 cos (5w /9) et 4cos (7Tm/9).
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EXERCICE 2 — | (UN CALCUL DE ((2))

On pose, pour tout entier naturel n :

/2 w/2
C,= / cos™(x) dz et D, = / 2% cos?™(z) dw
0 0

1/ Stricte positivité de C,,.

a/ Justifier que :
Vvne N, C, >0

Soit n € N. La fonction x — cos®*(x) est positive sur [0, 7/2].

/2
Par positivité de I'intégrale, on en déduit que : / cos™(z)dx > 0.
0

‘Conclusion. vVne N, C,> 0‘

Le but des questions 1-b/ et 1-¢/ est de prouver que cette inéqalité est stricte.

b/ Justifier que :

/4
vne N, C, 2/ cos™(x) dz
0

Soit n € N. D’aprés la relation de Chasles pour les intégrales, on a :

w/4 w/2
C, = / cos™™ (z) dx + / cos™(z) dx
0 /4

/2

Or lintégrale / cos™ () dx est positive (positivité de I'intégrale de nouveau), ce qui permet de
w/4

conclure.

w/4
Conclusion. Vne N, C,, > / cos™(x) dx
0

¢/ En déduire que :

1
VneN, Cu>g->0

s 2
Sur [0, 7/4], la fonction cos est décroissante, et elle donc minorée par cos (Z) =~ sur cet intervalle.

Autrement écrit :

Ve [0,7/4], cos(z) > g

D’ou :
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2n
2
Vne N, Vo e [0,7/4], cos® (z) > <£>

2
2n
. V2 1
Il reste a observer que - = o pour conclure.
. T 1
Conclusion. Vne N, C, > 1o >0

2/ Relations de récurrence.
a/ A laide d’une intégration par parties, établir que :
Vne N, C,=02n-1)(C,_1 —C,)

On pourra observer que pour tout x réel : cos®™(z) = cos(z) x cos®™ ().

w/2
Soit n un entier naturel non nul. On a: C,, = / cos™(x) dz.
0
Pour tout réel x € [0,7/2] on pose :

u(z) = sin(x) u'(x) = cos(x)
d’ou :

v(z) = cos? () v'(z) = —(2n — 1) sin(z) cos®%(z)

Selon les théorémes généraux, les fonctions u et v sont de classe €' sur [0,7/2]. La formule d’inté-
gration par parties permet alors d’écrire :

w/2
C, = [sin(z) (308,2"_1(@};/2 +(2n — 1)/ sin?(x) cos™ %(z) dw
0

J

g

=0

/2
<~ C, =(2n— 1)/0 (1 = cos*(z)) cos®*(z) da

/2
<~ C,=(2n- 1)/ cos® %(z) — cos® () dx
0

w/2 /2
— C,=(2n-1) </ cos™?(z) dx — / cos™ () dx)
0 0

= C,=(2n—1)(Cry — Cn)

Conclusion. Vn e N*, C,=2n—-1)(C,_1 —C,)

b/ Etablir que :
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o Cn o Cnfl
Cm—1 2n

/2
Vn e N, / sin?(x) cos®%(z) dz
0
Soit n un entier naturel non nul. D’apreés les calculs de la question précédente :
w/2
/ sin®(z) cos® ?(z)dx = Cp_; — C,
0

C,
on—1"

Or, toujours d’aprés la question précédente, on a : C,_, — C,, =

R Cn
Coam—1

/2
Par conséquent : / sin?(x) cos™ ?(z) dw
0

(®)

D’autre part, on a établi que : C,, = (2n — 1) (C,,_; — C,,). Donc : 2nC,, = (2n — 1)C,,_;.

Cn Cn—l
D’ou : =
ou 27’L _ 1 2n (*)
/2 9 9r—2 Cn Cnfl
Conclusion. D'aprés (#) et (), on a: Vn € N, / sin’(z) cos™ " (2) dr = 5 —— = —
0 n- "

c/ Etablir que :
Vne N C,=(2n-1)nD,; —2n°D,
/2
Soit n un entier naturel non nul. On a : / cos™(z) da.
0

Pour tout réel x € [0,7/2] on pose :

u(x) == u(z) =1

v(z) = cos 2n(z) v'(z) = —2nsin(x) cos®™ 1 (z)

Selon les théorémes généraux, les fonctions u et v sont de classe €' sur [0,7/2]. La formule d’inté-
gration par parties permet alors d’écrire :

w/2
C, = [z cos™(z)] g/Z ~|—2n/ rsin(z) cos™ (z) da
0

—_——
=0

w/2
—C, = 2n/ xsin(z) cos™ 1 (z) da
0

w/2
<= C,, = 2nK,, en ayant posé : K, = / rsin(z) cos™ ! (z) dw (M)
0

Calculons K,, a I'aide d’une nouvelle TPP. Pour tout réel € [0,7/2] on pose :
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u(z) = %
v(z) = sin(x) cos® ! (z)

u(x)==x
d’ou :
v'(z) = cos®™(z) — (2n — 1) sin?(z) cos?2(x)
Avant d’appliquer la formule d’IPP, observons que :

v'(z) = cos®(z) — (2n — 1) sin?(z) cos?2(x) = cos®™(x) — (2n — 1) (1 — cos®(x)) cos?~2(z)

Dot : v'(x) = cos?(z) — (2n — 1) (cos®%(z) — cos®"(z))
Soit : v/(z) = 2ncos®(x) — (2n — 1) cos®"(x)

Selon les théorémes généraux, les fonctions u et v sont de classe €' sur [0,7/2]. La formule d’inté-
gration par parties permet alors d’écrire :

22 /2 1 [m/2
K, = [7 sin(z) cos%—l(x)} ‘5/ 7 (2n cos™(z) = (2n — 1) cos™ () da
0 0
=0
1 71'/2
— K, = —5/ 2na? cos™ (x) — (2n — 1) 2% cos™ *(x) dw
0

1 w/2 /2
— K, = -5 [271/ 2% cos™(z)dx — (2n — 1)/ x? cos??(x) dx]
0 0

e K, = —% (20D, — 2n—1)D, 1) (&)
D’aprés (#) et (&), on a :

1
C,=—-2nx 5 (2nD,, — (2n —1)D,,_1) = —n(2nD,, — (2n — 1) D,,_1)

Conclusion. Vn € N*, C,, = (2n — 1)nD,,_; — 2n°D,,

d/ En déduire que :

1 anl Dn
Wne N, — =2
neN B (cnl cn>

Soit n un entier naturel non nul. D’aprés la question précédente on a :

1 .y D,, D,
n2 “\C,, G,
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Donc : n(2n — 1)D,,_; = C,, + 2n’D,,

bone : Dyt = n(2sn— nt 2712i 1D

Donc : D, = (;:1_21 + 2712? 1Dn (car 2ncj T = C;;l d’aprés la q. 2-b)

Donc : 2:1 = 2%12 + (Qn—iﬁ])n (division par C,,_; # 0 d’aprés la q. 1-¢)
Donc : ]éz_i = 2in2 + ]()j_: (car %jﬁ = Cin d’aprés la q. 2-b)

Donc : % = g:j — 2—:

Conclusion. Vn € N*, % =2 (g:i — ](Dj_:>

3/ Majoration de D,,.
On admet que : Vx € [0, Z] , T < T sin(z).

En déduire que :

w/2
Soit n un entier naturel. On a : D,, = / 2% cos®™ (z) du.
0

D’aprés I’énoncé, on a :

Vo e [O,q, 0§x§zsm(x)
2 2
D’ou :
2
Ve [O,g], 0\x2<%5m2($)
D’ou :

Ve [0, g] . 0 < 2?cos®™ () < — sin?(x) cos™ (z)

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que :

2 /2
D, < T / sin®(z) cos®™ () dz
0

Or:

/2 /2
/ sin®(z) cos®™(x) dz = / (1 = cos*(z)) cos®(z) da = C,, — Cpi
0 0
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Puisque : C, — C,,.1 =

n

2n + 2

d’apreés les questions 2-a et 2-b, on peut conclure.

Conclusion. Vn e N, D, <

™ C,
4 2n+2

4/ Calcul de ((2).

Pour tout entier naturel N non nul, on pose :

Al
SN:ZE
n=1

a/ Etablir que :

b/

2
D
SN:T‘-__Q_N

VN e N*
€N 6  “Cx

Soit N un entier naturel non nul. Pour tout entier n € [ 1, N | on a :

1 anl
— =92
n? (Cnl

D, .
- C_n) (question 2-d)

N N
1 anl Dn

On en déduit que : g —_25 ( __)
n=1 n? 1 Cn—l Cn

n—=

Al D, D
La somme de droite étant télescopique, on en déduit : — =2 (—0 — —N>
1 n Co CN
Or:
/2 T w/2 ) 377/2 3
o= [ 1= geme= [t 5 T g
D 32 2
Donc : —2 = i T

= — X
CO 24 ™
On en déduit que :

i 1 o 7T2 DN

1 TL2 12 CN
. w2 Dy
Conclusion. VN € N*, Sy =— —-2—
6 Cny

Déduire des questions précédentes la limite de Sy lorsque N tend vers +o0.
Soit NV un entier naturel non nul. D’aprés la question 3, on a :

7T2 CN

0<Dy < —
NS4 oN 42
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11

Donc :

On en déduit (théoréme des gendarmes) que : lim

question précédente que :

N




