Lycée Jean Bart — MPSI — 19 janvier 2024

CONCOURS BLANC JANVIER 2024

CORRIGE DE L’EPREUVE DE M ATHEMATIQUES

— PROBLEME 1 — UNE EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D’ORDRE 3 —

L’objectif de ce probléme est de prouver 'existence et l'unicité d’une fonction ¥ € €*°(R,R) solution du
probléme :

Vee R yO() ~y?() — 390 @) —yO) =0
(P) ?

y©(0) = 1; y™M(0) = 0; et y est bornée sur R,

PARTIE 1 - NOMBRES COMPLEXES

1 1
Dans cette partie, on pose : «a = —5 -+ 2 i

1/ Ecrire « sous forme exponentielle. *

1 2 .
Ona:a=g(-1+i).  CONCLUSION. a = \Qf 3im/4
2/ Déterminer les formes algébriques de o? et o?.
PRI . . 2 _ L 3ins2 1.
D’aprés la question précédente : «a“ = 3 e =3 i.
2 o 2 . 2 2 2 1 1
D’aprés la question précédente : o3 = \4f /A = \4f e/t = \4[ <\2[ +i \2f> =1 + 1 i.
1 1 1
CONCLUSION. o? = —5i et ad = 173!

3/ Soit n un entier naturel.

2n+1
1 2 1
a/ Etablir que : o2t = ot E < n]:r ) (—1)k1ik
k=0

1

2041
ST (=1 41)*"

Ona:a=—-(-1+i). Doi: "t =

N =

2n+1
1 2 1
Selon le binome de Newton, on en déduit que : a?"! = 53T g ( n]:_ ) it (—1)2ntLl-k
k=0

Or: (—1)2H1=F = (=1)1=* (puisque (—1)?" = 1). Et (—=1)*~1 = (=1)!~* (par exemple car les entiers
(k—1) et (1 — k) ont la méme parité).

2n+1
1 2 1
CONCLUSION. o2"tl = P < ”]j > (—1)k-1 ik
k=0

*. La forme exponentielle d'un complexe z non-nul est : z = |z| X elars(®)
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b/ En déduire que :

-1 & on+1 1 < o+ 1
2 1 k 2n+1\ __ k
Re ( n-+ ) s (—1) < 9% > et Im (a n ) — ST (—1) (2k‘ 1
k=0 k=0

12 o0
D’aprés la question précédente, on a : a?"t! = Y ( i > (—1)F L

k=0

S
En écrivant S comme la somme de la somme de ses termes de rang pair et celle de ses termes de rang
impair, on obtient :

2n+1 oho1:2k | N~ (20 +1 2% :2k+1
S = Z( ) —1)rih Y op o) DM
k=0

On peut alors observer que : (—1)%~1 = —1;i% = (—1)%; (=1)%f = 1 et i?**! = (—~1)*i. Dot :
n n
2 + 1 L s (241 N
S =— ~1 -1
kzo< 2%k >( ) +1k0(2k+1>( )

On en déduit que :

n
2n+1 2n+1 4
2n+1 _ k
> z( SIS Wz(%“) -1

2n 4 1 2n+1
21y 2n-+1)
CONCLUSION. Re (a?" 2%“ ( ) et Im (a®" 22n+1 (Qk + 1)

3,0

— 40 =
5 Y

PARTIE 2 - QUELQUES SOLUTIONS DE y®) — ¢y —

3
Dans cette partie, on note (E) 'équation différentielle :  y®) — 42 — Ey(l) —y® =o.

On définit par ailleurs trois fonctions gg, g1 et g2 sur R en posant pour tout réel x :
44 x
go(x) = 2 g1(x) = e=*/2 cos <2> ; g2(x) = e %/2sin (2> :

4/ Vérifier que go est solution de (E).
La fonction gy est de classe ¥ sur R, et pour tout réel z on a :
g(()o) () = e®*; g(()l)(x) = 2¢e%7 g(()2) () = 4e?*; et g(()g) (x) = 8e?*

On en déduit que pour tout réel x on a :

3 x xX €T X
95" (@) = 95" (@) = 595" (2) — g () = 8> — 4™ — 36> — ¥ =0

CONCLUSION. gy est solution de (E).

5/ Pour tout réel z, on pose : G(zx) = e(=229)7  Calculer G*)(z) pour tout réel et pour tout entier

kel0,3].
Soit x un réel. Observons que G(x) = e**

On en déduit que G est de classe €° sur R, et que : Yk €[0,3], G¥)(x) = aFe®
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6/

7/

Soit z un réel. Montrer que ¢1(z) = Re (G(x)) ; puis déduire de la question précédente les expressions de

ggk) (x) pour tout entier k € [ 0,3 ] (on pourra utiliser les calculs de la partie 1).

Soit z un nombre réel.

on 1y A 2] 10m)

T

inal - — aT/2 r s—x/2 -
Ainsi : G(z) =e cos<2> +ie sm<2>.
Il s’ensuit que : Re (G(x)) = e */% cos (g) Autrement écrit : g1(z) = Re (G(x)).
Par conséquent : Vk e€[0,3], ggk) () = Re (G(k)(az)).
On en déduit, avec la question précédente, que : Vk €[0,3], g%k) (z) = Re (a*G(z)) (&)
. . _ (_l+li)x _ —z/2 f .. E
Par ailleurs : G(x) =e\"272V" «—= G(x) = e (COS (2) + 1s1n< )) ()

2
D’apreés (#), () et les calculs de la question 2 on a :

o 0" (@) = g1(w) = e/ cos (5

o ggl)(a:) = Re (aG(x)) = Re <; (=1 +1i)e /2 (cos (g) +isin (g)))

e /2

(0 (5) +(3))

e 91 (x) = Re (a2G(z)) = Re <; e /2 <cos (g) +isin (;)))

x/2

7 (3)
9 Sin B

o ggs) (z) =Re (a®G(z)) = Re <i (1+4i) e™@/? (cos (g) +isin <$)>>

Ainsi : g&g)(l’) = e?:ﬂ <COS (g) —sin <§>>

CONCLUSION. Pour tout réel z, on a: ggo) (z) = e */% cos (323) ; ggl)(:c) =-° (Cos (g) + sin (E>>

Ainsi : ggl)(x) =—

Ainsi : g?) (x) = ¢

e—T/2

1= 5 (3): o= (on(3) -0 ()

A Taide de la question précédente, vérifier que g; est solution de (E).

Soit £ un nombre réel. On a :

3
V@) = a1 @) — 9" @)

. : 3
Dou: g1 (@) = g1(2) = S 01" (@) — 01" (@) = 0.

CONCLUSION. g; est solution de (E)

Dans la suite, on pourra admettre que ga est également solution de (E).
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8/ Jusqu’a la fin du probléme, on note F = {C’ogo + C1g1 + Cag9, (Cp,C1,C4) € R3}.
Soit f € €*°(R,R). Montrer que : [f € F] = [f solution de (E)]

Supposons que f est un élément de F. Alors il existe (Cp, C1,Ca) € R3 tel que : f = Cogo + Crg1 + Cago.

Par linéarité de la dérivation, on a :

3
fB) — @ 5f(l) _ f(O)

3 3 3
= Cogy) +C1g{” + Cagy”) — Cog? — Crg”) = Cogl? — Co 59(()1) ! 599) —Cs 5951) —Cogy” —Crg” — Cagl

Dot : ﬂw_ﬂm_gﬂn_ﬂm

@_ @ 30 o, ol & 30 o], o & 30 o

=Co |95 — 9 _590 — 9 91" — % _591 — 9 9o — 9 592 — 9

=0 d’aprés q. 4 =0 d’aprés q. 7 =0 selon 1’énoncé

3
Il s’ensuit que :  fG) — f) — if(l) — f© = 0. On en déduit que f est solution de (E).

CONCLUSION. [f € F] = [f solution de (E)]

.. 3
PARTIE 3 - SOLUTION GENERALE DE y®) — y®) — éy(l) —y@ =0

L’objectif de cette partie est de prouver 'implication réciproque de celle établie dans la question 8; donc
de montrer que toute solution f de (E) s’écrit f = Cogo + C191 + Cage pour un certain triplet de réels
(Co, C1,C2).

9/ Soit f € €®(R,R). On pose : ¢ = f@ 4 ) 4 %f(o). Démontrer que :

[f solution de (E)] <= [p solution de (Eg)] en ayant posé (Eg) : y — 2y =0

Avec les notations de I’énoncé, on a :

¢ solution de (Eg)

— ¢ —20=0
2 v, o) L o
— f()_|_f()_|_§f() _9 f(2)_|_f(1)_|_§f() -0

¢$ﬂ$+ﬂm+%ﬂn_%@LQﬂU_ﬂm:0

¢$ﬂ$_ﬂ%_gﬂn_ﬂm:0
<= f solution de (E)
CONCLUSION. [f solution de (E)] <= [¢ solution de (Eg)]

10/ Donner sans justification la solution générale de (Eg).

D’aprés le cours, la solution générale de (Eg) est : Vo € R, s(x) = Ke?* (avec K réel)
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11/ Soit K un réel. Déterminer l'ensemble des fonctions f € €°°(R,R) solutions de :

1
E): )+ f D) + 5 fO) = K>
L’équation (E1) est une EDL2 & coefficients constants.

1
L’équation homogene associée a (E1) est (H) : f&) 4 f( 4 3 O =

1
L’équation caractéristique associée a (H) est (EC) : r2 +r + 3= 0.

Celle-ci posséde deux racines complexes conjuguées : o = —% + %i et a.
D’aprés le cours, on en déduit que la solution générale de (H) est :

Vee R, fu(zx)= (Cl cos <2> 4+ Cysin (g)) e /2 (avec C1, Cy réels)
Autrement écrit, la solution générale de (H) est :

Ve e R, fu(z) = Cigi(z) + Caga(x) (avec C1, Cy réels) (M)

Déterminons une solution particuliére de (E;). Posons pour tout réel x : fp(x) = ae®® (avec a € R).
On a:
fp solution de (E;)
2 1 0
—vre R [P0+ 100+ @) = ke
1 2
—Vre R, ae 4+2+2 = Ke**
13 2K
Pa=K 2
— 5 a <~ a 13
P . 2K 5, .
On en déduit que la fonction fp:2z € R+— T3¢ est solution de (E;) ().
CONCLUSION. D’aprés (#), (&) et le cours, la solution générale de (Ep) est :
Vze R, s(x)= 13 e¥ 4 C1g1(x) + Coga(z) (avec Cy, Cy réels)
. 2K
Autrement écrit : Vz € R, s(z) = ﬁgo( x) + Cr91(z) + Cag2(z) (avec Cy, Co réels)

12/ Soit f € €*(R,R). Montrer que : [f solution de (E)] = [f € F]
Supposons que f est solution de (E). D’apres les questions 9 et 10, il existe un réel K tel que :

Vae R, fO()+ () + - f N(z) = Ke*

D’apres la question précédente, on en déduit qu’il existe deux réels C'1 et Oy tels que :

Ve e R, f(z)= %go( ) + Crg1(z) + Cag2(x)

Ce qui signifie en particulier que f est un élément de F
CONCLUSION. [f solution de (E)] = [f € F]

Avec Uimplication de la question 8, on a ainsi établi I’équivalence : [f solution de (E)] < [f € F].

Ce qui signifie que F' est exactement l’ensemble des solutions de [’équation différentielle (E).
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PARTIE 4 - RESOLUTION DU PROBLEME (P)

On veut prouver 'existence et I'unicité d’une fonction v solution du probléme (P), que l'on rappelle ci-
dessous :

(P) :

Supposons que ¢ € €°°(R,R) est solution du probléme (P).

Alors v est en particulier solution de (E), et on sait selon la partie 3 qu’il existe trois réels Cy, C; et Cs tels
que pour tout z € Ron a :

Y(x) = Cogo(z) + Crg1(x) + Coga(x) cad Y(x) = Coe®® + Cre™%/? cos <g> + Che=%/2 sin (g)

13/ Nullité de Cj.

a/ Justifier que lim 9(z) =0et lim 92(z) =0.
z—r+o00 go(x) z—+00 go(z)
e /2 cos (§>
Pour tout réel x on a : gl(x) = 5 2 = e_‘r’x/2 cos <£>
go(x e 2

x
Or la fonction z — cos (—) est bornée, et lim e 52/2 = .

2 r—>+00
On en déduit que :  lim 9(x) = 0. Raisonnement analogue pour la seconde limite.
r—>+00 go(,’L‘)
CONCLUSION. lim (@) =0et lim g2(x) =0
z—+oo go(x) z—+oo go(x)

b/ En déduire que : [Cp # 0] = | lim [¢(x)| = —i—oo}

T—+00

Supposons que Cy # 0. Alors pour tout réel x on a :

ao(@) T Pool)

wwz%m@+@mm+@@m=%@(@+a”@ ”@U

soit encore :

) = 2% 91 (@) 92()
P(x) (Cg + Clgo(x) + 0290<m)>

Or lim e*® = 400 et d’aprés la question précédente : lim Cp+ Cy 91(2) + Cy 92(7) =)
T——+00 T—>+00 go(aj) go(:zj)
On en déduit que lim 9 (z) = +oo (si Cp > 0) ou lim (x) = —oo (si Cy < 0).
r—r+00 r—r+00
Dans les deux cason a:  lim |¢(z)] = +o0
T—+00

CONCLUSION. [C) # 0] = | lim |¢(x)| = 400

T—r—+00
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¢/ En utilisant le fait que 1 est bornée sur R, déduire de la question précédente que Cy = 0.

Puisque 1 est solution du probléme (P), ¥ est bornée sur R . Ceci est incompatible avec I’assertion
suivant laquelle lir}rl |t(z)] = +00. On en déduit que le réel Cy ne peut pas étre différent de 0.
T—r+00

CONCLUSION. Cy = 0; donc ¢ = C1g1 + Cags.

14/ Détermination de C; et Cs.
Selon la question précédente, on a : Vo € R, (x) = Chre /2 cos (g) + Che /% sin (g)
En utilisant 'hypothése suivant laquelle ¢(0) = 1 et ¢/(0) = 0, déterminer les valeurs de Cy et Cs.

Soit = un nombre réel. D’aprés 'énoncé, on a :  1h(z) = e~%/2 (C’l Ccos (g) + Cysin (g))

Il s’ensuit que : ' (x) = 65/2 (—C’l cos (g) — (9 sin (g) — (C;sin (g) + C5 cos (g))
On en déduit que : 9(0) =C; et ¢'(0) = Cy — C4.

Or, comme 9 est solution du probléme (P),ona: #(0)=1 et ¢'(0)=0.

Il s’ensuit que C7 =1et Co —C; =0.Dou: Cy =1et Cy = 1.

CONCLUSION. (] =1 et Cy = 1; 'expression de la fonction 1 est donc

Vze R, o(z)=e /2 (COS (9 +sin (g)>

15/ Conclusion. En déduire que I'unique solution ¢ du probléme (P) est telle que :
Vz e R, ¢(z) = Ae=%/2cos (g - 9)

ou A et 0 sont deux réels strictement positifs a préciser.

D’aprés la question précédente, le probléme (P) admet une unique solution, qui est la fonction ¢ définie
plus haut.

Explicitement, d’aprés la question 14 on a pour tout x réel :

P(x) = e /2 (cos (g) + sin (g))

= Y(z) = 22 (ﬂ cos <§> + Q sin (x))

2 2) "2 2
= 0a) = VT2 (cos (3 ) eos () +sin () sn (7))

CONCLUSION. L’unique solution du probléme (P) est la fonction ¢ définie par :

wer oA (=) (- vieo-)
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PROBLEME 2 — IRRATIONNALITE DE 7

On se propose ici de démontrer que 7 est irrationnel, en utilisant un raisonnement par ’absurde.

Tout au long de ce probléme, on suppose donc qu’il existe deux entiers naturels non nuls a et
a

b tels que : m = —.
4 b

L’objectif principal de cet énoncé est de prouver que cette hypothése conduit & une contradiction.

On pose :

" (a — bx)"

Vne N, Vee R, Px)= o

et: Ve R, Px)=1

Et on pose :

Vne N, In—/ P, (z)sin(x) dx
0

PARTIE 1 - ETUDE DES VARIATIONS DE P,
Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

1/ Etablir que : Vo e [0,n], P,_1(z)>=0

Sin=1,alors Va € [0,7], Pr_1(z)=F(z)=12>0.

n—1 ( )Tl—l

a—bx
(n—1)!

Sin>2,alorsVa € [0,7], P,_1(z)= x

a
Or:a—br>0<=x< ;0 < 7. On en déduit que (a — bz)" ! est positif sur [0, 7).

2" (a — bx)"
Par suite : Va € [0,7], P,_1(x)= =1 > 0.
n—1)!

CONCLUSION. Vz € [0,7], P,_1(x) >0
2/ Exprimer la dérivée de P, en fonction de P,_1.

1
Ona:VzeR, Py(r)=—2"(a— bx)".

n.

I s’ensuit que P, est dérivable sur R (P, est polynomiale), et que pour tout réel x :

~a" Ha—bx)"  ba"(a— bx)"?
n—1!  (n—1)

P)(z) = — [nxnfl (a —bx)" — nbz™ (a — ba)"
= (a—bx)Py_1(x) — bxP,_1(x) = (a — 2bx) P,—1(x)

CONCLUSION. Vz € R, P,/(z) = (a — 2bx) P,_1(x)
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3/ Etablir que :

1 a2n

nl = anpn

voe 0,7, 0<Pua) <

D’aprés les questions 1 et 2, P,/(z) est du signe de (a — 2bx) sur [0, 7].

Et:a—2bm20<:)x§%<:>x<£

2
K 3=% =3
P, (z) + (1) —
On en déduit le tableau de variation de P, : P, (%
Pw|
0 0

On en déduit que la fonction P, est positive sur [0, 7], et qu’elle admet sur cet intervalle un maximum

égal & :
ey G G e

n! n! nl = 4npn

1 a2n

CONCLUSION. Vz € [0,7], 0< P,(z) < 1% e

PARTIE 2 - UN CALCUL DE LIMITE
Dans cette partie, A désigne un réel strictement positif.

4/ On pose : ng = |A| + 1. Etablir que pour tout entier naturel n > ng on a :

A Ano A o
0<— < X
n! no! no+1

Avec les notations de 1’énoncé, on a :

A HA 5 A LA A oA
ar W=l 11 =0 11 5 @
k=1 k=1 k=no+1 k=ng+1
. . A A
Par ailleurs, pour tout entier kK > ng+1,ona: 0 < —
k no+ 1
A A oo

Il s’ensuit que : 0 < H i < (no n 1> ()

k=no+1

A" AMo A\
CONCLUSION. D’aprés (#) et (&),ona: 0<— < X ( )

n! = ngp! ng+1
An
5/ En déduire que: VAe RY, lim — =0
n—+oo n!
Observons que 0 < <1 (puisque A < [A]).
ng + 1
A n—mo Ano A n—no
On en déduit que : lim =0.Dou: lim X =0 (M).
n—+oo \ ng + 1 n—-+oo ! ng+ 1
CONCLUSION. D’aprés (#), la question 4 et le théoréme d’encadrement : VA € R, lim — =0

n—+oo n!
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PARTIE 3 - QUELQUES PROPRIETES DE L'INTEGRALE I,

2 n
6/ Démontrer que : Vn e N*, 0<I, < T <a>

n! 4b
Soit n € N*.
1 o

D’aprés la question 3 : Vz € [0,7], 0< Py(x) < 1% pn
Par ailleurs : V€ [0,7], 0<sin(z) <1

1 a®"
Dou: Vze [0,7], 0< P,(z)sin(x) < 1% e

T T 1 a2n

Par croissance de 'intégrale, on en déduit que : 0 < /0 P, (x)sin(x) dz < /0 e 4nbndaz

2\ N
CONCLUSION. Vn € N*, 0<I, < (L
n! 4b

7/ En déduire la limite de la suite (I,,).

2 2\
D’aprés la question 5 (appliquée avec A = %), on a : ngrfoo % X <Zb> =0 (®)

CONCLUSION. D’aprés (#), la question 6 et le théoréme d’encadrement : 1i111 I,=0
n—-+00o

8/ Dans cette question, on souhaite prouver que l'intégrale I,, est strictement positive pour tout entier
naturel n.

a/ Calculer I, et vérifier que Iy € N*.

Ona:Iy= / Py(z)sin(z) dz = / sin(z) dz = [— cos(z)]j = 2
0 0
CONCLUSION. Iy = 2 (donc Iy € N*)

b/ Soit n € N*. En utilisant notamment la relation de Chasles pour les intégrales, établir que :

w/2
I, > / P, (z)sin(x) dx
w/4

D’apres la relation de Chasles pour les intégrales, on a :

™

w/4 w/2
I, :/0 P, (z)sin(x) dx + /7T/4 P, (z)sin(x) dx + /ﬂ/2 P, (z)sin(x) dx

w/4 ™

Or les intégrales / P, (z)sin(x) dx et / P, (z) sin(x) dz sont positives (par positivité de I'inté-
0 /2

grale essentiellement).

/2
CoONCLUSION. I, > / P, (z)sin(x) dz
w/4
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c/ Soit n € N*. Etablir que :

™2 T
> ><F%(Z)
2
Sur [%, g}, la fonction sin est croissante, d’otl : Vz € [%, g} , sin(x) > \g

Sur [%, g}, la fonction P, est croissante (q3), d’'ou: Vz € [%, g} , Po(z) > P, (%)

2
Il s’ensuit que : Vx € [%, g} , Pp(x)sin(z) > \2f x P, (%)

/2 /2 \/5 T
Par croissance de 'intégrale : / P, (z)sin(z)dx > / — x P, (—) dz
w/4 T

/2 9
Dot : / P, (z)sin(x)dz > T % V2 x P, ( )
w/4 4

w/2
Ainsi : / P, (z)sin(x) dx > L\/i x P, (E) (M)
w/4 8

CONCLUSION. D’aprés (#) et la question 8-b,ona: I, > —— x P,

d/ Déduire de ce qui précéde que :

YneN, I,>0

Soit n € N*.

D’aprés la question précédente : I,, >

" en(3)

8 4

Or P, (Z) > 0 (cf tableau de variation de P,, question 3).

2
1l s’ensuit que : W\SF x Py, (%) > 0. A fortiori : I, > 0.

Ainsi : Vn € N*| I, > 0. Puisque par ailleurs Iy > 0 (question 8-a), on peut conclure.

CoNcLUSION. Vne N, I, >0

PARTIE 4 - DERIVEES SUCCESSIVES DE P,

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul, et = un réel de [0, 7].
On note f(z) = z" et g(x) = (a — bx)™.

|
9/ Soit k un entier naturel dans [ 0,7 |. Etablir que : % € Z

Indication. On pourra distinguer deux cas : k =n, et k €[ 0,n — 1]. Dans le second, on pourra utiliser
la relation de Chasles pour les produits.

Soit k un entier naturel dans [ 0,n ]. Distinguons deux cas, comme le suggére - gentiment - I’énoncé.

. n!  n!
Premier cas : k£ = n. Alors : E:—'zle 7
1 nl
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Second cas : k€[ 0,n—1]. Alors :

n

k
IT; (ILi)={ II 4] #x={1IIJ
n!  j=1 j=1

= j=k+1 j=k+1 )
BTOR k! - k! - ,H J

n

n
|
Or H J est un produit d’entiers relatifs; & ce titre : H je€ Z.Dou:Vke[0,n—1], v S/

!
j=k+1 Jj=k+1 Kl
|
CONCLUSION. Vk €[ 0,n ], % €Z
10/ Soit k un entier naturel dans [ 0,n ]. Etablir que :
|
R () = — 1 gk
S = T <
Raisonnement par récurrence finie sur k.
|
Pour tout entier k € [ 0,n |, notons A(k) lassertion : f(*)(z) = ﬁ x gk
n—k)!

!

D’une part : f(O(z) = f(z) = z™. D’autre part : ( n.O)‘ x "0 = 2" Do : A(0) est vraie.
n —0)!
Supposons & présent que A(k) est vraie pour un certain entier k € [ 0,n — 1 ].
|
Alors : ) (z) = ﬁ x gk
Il s’ensuit que :
| | |
1) () — ¥ B R e n n—k—1 _ n. n—(k+1)
fE) = g < (n = ke n—k—1)p " CECESI
Ce qui signifie que l'assertion A(k + 1) est vraie. Récurrence établie.
|
B) () = — " o pn—k

CONCLUSION. Vk €[0,n], f¥(z)= =R X

11/ Soit k un entier naturel supérieur ou égal a (n + 1). Etablir que :  f®*)(z) = 0.

|
D’aprés la question précédente : £ (z) = % x "™ d’ou f()(z) = nl,
n—n)!

En particulier, f(™ est constante sur [0, 7]. 11 s’ensuit que toutes les dérivées de f d’ordre strictement
plus grand que n sont nulles.

CONCLUSION. Pour tout entier naturel k supérieur ou égal a (n+1), ona: f®(z) =0
12/ A Paide des questions précédentes, établir que :
f™O)=n! et VkeN, [k#n]= [f*(0)=0]
D’aprés la question précédente : £ (0) = n!.
Par ailleurs, d’apreés la question 11, pour tout entier k > n, on a : f(k)(O) =0

n!
(n—k)!

Puisque dans ce cas on an — k > 0, on en déduit que : 0% = 0. D’ou : f(k)(()) = 0.
CONCLUSION. f™(0)=n! et Vke N, [k#n]= [f®(0)=0]

Enfin, d’aprés la question 10, pour tout entier k < n, on a : f¥)(0) = x "k,
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Dans la suite, on pourra admettre que les dérivées successives de g sont données par des formules analogues :

13/

14/

|
(—=1)*b* x n. ;X (a—bx)" " sikel0,n]
Vke N, ¢¥)(z)= (n = k)!
0 sik>n
Justifier briévement que : Ve N, P = Z ( ) )g* =) ()
" (a — bx)" 1

Selon I'énoncé : Vo € R, P,(x) = .Ainsi : Vo € R, Py(z) = (x)g(x)

Les fonctions f et g étant de classe € sur R (toutes deux sont polynomiales de degré n), on peut
appliquer la formule de Leibniz pour calculer la dérivée k-éme de P, (pour tout entier naturel k).

CoNcLusion. Yk e N, P (x = Z < > )g* =) ()

L’objectif de cette question est d’établir que pour tout entier naturel k, le réel Pék) (0) est un entier
relatif. Pour y parvenir, on distingue 3 cas suivant la valeur de I’entier naturel k.

a/ Premier cas: k €[ 0,n —1]. Etablir que : p¥ (0) = 0.

k
Soit k €[ 0,n — 1 ]. D’aprés la question 13 : Pék)(O) = i' g <k> F9(0)g%* =) (0)
n! &= \j
j=0

Dans cette somme, 'entier j prend des valeurs différentes de n (j est compris entre 0 et k, et k < n).

Il s’ensuit que pour tout entier j entre 0 et k, on a f)(0) = 0 (question 12).

Par suite : Z < > g*=(0) = 0. CONCLUSION. Vk €[ 0,n—1], P,(Lk)(o) =0

k !
b/ Deuxiéme cas : k €[ n,2n]. Etablir que : Prgk)(O) = (—1)k=npk—n x <n> X ﬁ x a2k

:0<>f” )¢9 (0)

Dans cette somme, Uentier £)(0) est nul pour tout j # n

En déduire que : p¥ (0) € Z.

1
Soit k € [ m,2n ]. D’apreés la question 13 : P(lC —
n!

Mw

1
Il s’ensuit que : P(k)(O) o <k> f(")(o)g(k_n)(o).

1
On en déduit avec la question 12 que : ng)(O) = ‘<
n!

1nn . plk) _ k—npk—n k n! 2n—k
D'ou: P, (0) = (—=1)""b ><<n>><(2n_k)!><a

1)F="bk=" est un entier relatif, car b € N (énoncé) et k—n > 0 (hypothése) ;

nl
(2n — k)!
hypothése 0 < 2n — k < n, et (2n — k)! est donc un diviseur de n!; enfin, a®*~* est un entier relatif
car a € N (énoncé) et 2n — k est un entier positif (hypotheése).

Il reste a observer que (—

< > est un entier relatif (c’est un nombre de combinaisons); est un entier relatif car par
n
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Puisque Z est stable par produit, on peut conclure.
CONCLUSION. Yk €[ n,2n], Pff’)(o) € Z

¢/ Troisiéme cas : k € N, k> 2n. Justifier briévement que : p (0) = 0.

La fonction P, est polynomiale de degré 2n (en tant que produit de deux fonctions polynomiales de
degré n). Il s’ensuit que toutes ses dérivées d’ordre strictement supérieur a 2n sont nulles.

CONCLUSION. Vk € N, [k > 2n] = [Pé’“) (0) = 0}
Conclusion de la partie 4. On a ainsi prouvé que :
Vv (k,n)e N2, PP ez

Dans la suite, on pourra admettre que 'on a aussi :

a

2 (k)
V (k,n) € N2, P (b

) €Z cd: Y(kn)eN, PP(r)ez

PARTIE 5 - LIEN ENTRE I,, ET LES DERIVEES SUCCESSIVES DE P,
Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

15/ A l'aide de deux intégrations par parties successives, établir que :

I, = P, (%) + Py(0) — /O " P (2) sin(z) da

Ona:I,= /0 Py (z)sin(x) dz = [— cos(z) Py ()] +/0 P,/ (z) cos(z) dx

Dou: I, = /0 P, (z)sin(z)dz = P,(7) + P,(0) + /0 P,/ (z) cos(x) dz

Une seconde IPP donne : I,, = / Py (z)sin(z) dz = Py(7)+P,(0)+ [P,/ (z) sin(fv)]gr - / P, (z)sin(z) dx
0 N——— 0
=0

Dot : T, = /0 P(2) sin(x) dz = Py () + Py (0) — /0 P, () sin(x) da

a

b) + P, (0) — /0 " P (2) sin(z) da

a
—, on peut conclure : I, = P, (

CONCLUSION. Puisque 7w = 2

16/ En déduire que :

L=Y (~1)* (P,?’f) (%) +P,§2k>(0)) + (=" / " P (4) sin(x) dz
0
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17/ En utilisant des résultats de la partie 4, établir que :

n 2n)!
voe 0,7, PP(2)=(-1)"0" x (ﬁ)
1 k
D’aprés la question 13, ona: Vz € [0,7], Vk € N, P(k —Z < > (k J)( )
n!
En particulier : Va € [0, 7] Z 2n f(] g(2n=9) (z)
p - M ) n'

Dans cette somme, le terme fU)(z) est nul pour j > n + 1 (d’aprés ql11), et le terme ¢**=7)(z) est nul
pour j < n+ 1 (d’aprés l'indication suivant la question 12). Cette somme ne contient donc qu'un terme
non nul, pour 7 =n.

Ainsi: Vz € [0, 7], pi) () = 71'(2:) £ (2)g™ (x)

On en déduit, avec la question 10 et I'indication suivant la question 12 que :

@),y L @) g (20!
n 2n)!
CONCLUSION. Yz € [0, 7], p )(x) = (—=1)"b" x @
n!
18/ En déduire que : / P (2)sin(z) dz est un entier relatif.

5 N . T (2n) . 4 nin (2n)‘ .
D’aprés la question 17 on a : Py (@) sin(z)de = [ (=1)"b" x ~—=sin(z) dz
0 n:

0
4 2n)! [T 2n)!
Il s’ensuit que : / P (2)sin(z) do = (—1)"b™ x (n')/ sin(z)dr =2 x (=1)"b" x @
0 n. 0 n.
. . 2n)! ) .
Or 2, (—1)" et b" sont des entiers relatifs; et ~—= est un entier car n! est un diviseur de (2n)!.
n!

(2n)!

n!

Il s’ensuit que : <(—1)”/ (=1)"p™ x sin(z) dx> €z
0

CONCLUSION. / P (2)sin(z) dz est un entier relatif.
0

n

PARTIE 6 - CONCLUSION

19/ A T’aide des parties 4 et 5, établir que : vne N, I, € Z.

n—1 s
Soit n € N*. D’aprés la question 16 ona: I,, = Z(—l)k (Pézk) (%) + p(2k) (0))—1—(—1)”/ P () sin(z) da
k=0 0

Observons que pour tout entier k, les réels qu%) (%) et PT(L%)(O) sont des entiers relatifs (d’apres la
question 14-c).

n—1
I1 s’ensuit que : (/kz::(](—l)]’C (Pé%) (%) + P,(L%)(O)>> €z
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™
Par ailleurs, / P (2)sin(z) dz est un entier relatif d’aprés la question précédente.
0

n—1

Z(—l)k <P7(L2k) (%) + P,(IQk)(O)) + (—1)”/ P (2) sin(z) dx) est un entier relatif.
0

Il s’ensuit que (
k=0

Ainsi: Vne N* I, € Z.
Il reste a rappeler que Iy € Z (car Iy = 2 d’aprés la question 8-a) pour conclure.

CONCLUSION. Vne N, I, € Z

A l’aide de la question précédente et de résultats extraits de la partie 3, aboutir & une contradiction ; en
déduire que 7 est irrationnel.

D’aprés la question précédente, la suite (I,,) est une suite d’entiers relatifs.

Plus précisément, la suite (I,,) est une suite d’entiers supérieurs ou égaux a 1 (puisque I,, est un entier,
et que I,, > 0 selon la question 8-d).

De plus, la suite (I,,) converge vers 0 (selon la question 6).

Ainsi, la suite (I,,) est une suite extraordinaire, dont le terme général est > 1, mais qui a pour limite O :
c’est absurde!!!

CoNCLUSION. Il résulte de la contradiction ci-dessus que notre hypothése de départ (m € Q) est erronée.

On peut donc conclure que 7 est irrationnel.



