Lycée Jean Bart — MPSI — 19 janvier 2024

CONCOURS BLANC JANVIER 2024

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

CONSIGNES

e Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

o Tous matériels électroniques (en particulier : calculatrices et téléphones portables) interdits.

e Les résultats doivent étre soulignés ou | encadrés|.

e FEcrire le mot FIN a la fin de votre composition.

Le sujet compte 8 pages, et est constitué de 2 problémes indépendants.

Dans une assez large mesure, les parties de chacun de ces problémes sont
elles-mémes indépendantes.

Il est bien entendu permis d’admettre le résultat d’une (ou plusieurs) ques-
tion/partie pour passer a la suivante.

e PROBLEME 1 - RESOLUTION D'UNE EDL3 (CoMMUN AUX MPSI ET PCSI)

Mots-clefs : nombres complexes, sommes, dérivation, équations différentielles

e PROBLEME 2 - IRRATIONNALITE DE 7

Mots-clefs : intégrales, limites, fonctions usuelles, suites, dérivées n-emes
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— PROBLEME 1 — UNE EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D’ORDRE 3 —

Contexte. Vous avez appris dans le cours de cette année que la résolution d’une EDL2 & coefficients
constants est intimement liée a la résolution d’une équation du second degré (équation caractéristique).
Un objectif de ce probleme est de montrer, dans le cas particulier d’une EDLS, que ce lien entre un
probleme d’Analyse (une EDL) et un probléme d’Algebre (une équation polynomiale) existe encore pour
les équations différentielles linéaires d’ordre quelconque, et pas seulement d’ordre 2.

Conventions et notations.

e Dans un souci de lisibilité, pour tout y € €*°(R,R), on notera dans ce probleme les dérivées
successives y1, y@ et y® plutot que v, y" et y".
e On rappelle que par convention : y®) = .

e Dans ce probléme, “résoudre ’équation différentielle (¢)” signifiera “déterminer les fonctions
f e €< (R,R) solutions de (¢)”.

L’objectif de ce probléme est de prouver I'existence et 'unicité d’une fonction ¢» € ¢*°(R,R) solution
du probléme :

Voe B yP@) -y - Sy0() -y (a) =0
P):

y©(0) = 1; y™M(0) = 0; et y est bornée sur R,

PARTIE 1 - NOMBRES COMPLEXES
: 1 1
Dans cette partie, on pose : @ = —5 + 5 L.

1/ Ecrire a sous forme exponentielle. *
2/ Déterminer les formes algébriques de a? et o?.

3/ Soit n un entier naturel.

2n+1
1 2 1
a/ Etablir que : a2ntl — STl § ( n]:_ > (_l)k—l ik

b/ En déduire que :

n

. -1 < 2n +1 . 1 2n +1
Re () = 92n+1 Z(_l)k( o ) et Im (a*"*) = 92n+1 Z<_1)k <2k X 1)
k=0

k=0

*. La forme exponentielle d’un complexe z non-nul est : z = |z| x e!#"8(),
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3
PARTIE 2 - QUELQUES SOLUTIONS DE y() — (2 — éy(l) — 4y =90

3
Dans cette partie, on note (E) I'équation différentielle : 3@ — ¢y — Ey(l) —y©@ =o.

On définit par ailleurs trois fonctions gg, g1 et go sur R en posant pour tout réel x :

i T
go(x) = o2 gi(x) = e—%/2 cos (E) ; g2(x) = e~ %/2 gin (5) :

4/ Vérifier que g est solution de (E).
1,1, 1 1
5/ Onpose: Vze R, G(z)= e(72¥31)7 et oadire : V€ R, G(z) = ™ avec v = —3 + 5 i.

Calculer G®(z) pour tout réel x et pour tout entier k €[ 0,3 .

6/ Soit x un réel. Montrer que g;(x) = Re (G(z)) ; puis déduire de la question précédente les expressions
de ggk) (x) pour tout entier k£ € [ 0,3 ] (on pourra utiliser les calculs de la partie 1).

7/ A laide de la question précédente, vérifier que g; est solution de (E).

Dans la suite, on pourra admettre que go est également solution de (E).

8/ Jusqu’a la fin du probléme, on note F = {Cygg + C1g1 + Cag2, (Cp,C1,Co) € R3}.
Soit f € €>*(R,R). Montrer que : [f € F] = [f solution de (E)]

PARTIE 3 - SOLUTION GENERALE DE y®) — y® — gy(l) — 40 =0

L’objectif de cette partie est de prouver I'implication réciproque de celle établie dans la question 8;
donc de montrer que toute solution f de (E) s’écrit f = Cygo + C1g1 + Cag2 pour un certain triplet de
réels (Co, C1, Cs).

1
9/ Soit f € €°(R,R). On pose : ¢ = f@ + f ¢ 3 O Démontrer que :

[f solution de (E)] <= [ solution de (Eo)] en ayant posé (Eo) : y —2y@ =0
10/ Donner sans justification la solution générale de (Ey).

11/ Soit K un réel. Déterminer 1’ensemble des fonctions f € (R, R) solutions de :
1
B): O+ O+ ) = K
12/ Soit f € €°°(R,R). Déduire des questions précédentes que : [f solution de (E)] = [f € F]

Avec Uimplication de la question 8, on a ainsi établi l’équivalence : [f solution de (E)] <= [f € F].

Ce qui signifie que F est exactement l’ensemble des solutions de l’équation différentielle (E).
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PARTIE 4 - RESOLUTION DU PROBLEME (P)

On souhaite prouver l'existence et I'unicité d’une fonction v solution du probléme (P), que I'on rappelle
ci-dessous :

3
Vee R, y¥(x)—y?(x) - sy (z) —yO(x) =0
. 2
P):
y©(0) = 1; yM(0) = 0; et y est bornée sur R,

Supposons que 1) € €°(R,R) est solution du probléme (P).

Alors v est en particulier solution de (E), et on sait selon la partie 3 qu’il existe trois réels Cy, Cy et
C5 tels que pour tout x € R on a :

Y(z) = Cogo(x) + Crg1(z) + Caga(x) cad  Y(z) = Cpe® + Cre /% cos <g> + Che™*/?sin <§>

13/ Nullité de C.

a/ Justifier que lim 91(v) =0et lim g2(2) = 0.

T—>+00 gO Jj‘) T—>+00 gO(QL’)

b/ En déduire que : [Cy # 0] = lirf [Y(z)| = —i—oo]
T—r+00

¢/ En utilisant le fait que ¥ est bornée sur R, déduire de la question précédente que Cy = 0.

14/ Détermination de C; et Cs.

Selon la question précédente, on a : Vo € R, )(x) = Cre™*/?cos (g) + Cye*/?sin (g)

En utilisant I’hypothése suivant laquelle ¥(0) = 1 et ¥()(0) = 0, déterminer les valeurs de O et
Cs.

15/ Conclusion. En déduire que I'unique solution 1) du probléme (P) est telle que :

Vo€ R, () = Ae /% cos <§ — 6’)

ou A et # sont deux réels strictement positifs & préciser.
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PROBLEME 2 — IRRATIONNALITE DE 7

Contexte. On rappelle qu’un nombre réel est rationnel s’il peut s’écrire comme le quotient de deux
entiers, et qu’il est irrationnel sinon.

La question de lirrationnalité de ™ remonte a ’époque de sa découverte par Archimeéde, au I1léme siécle
avant notre ére. Archiméde n’a pas répondu a cette question, mais a cherché a approcher au mieux
par des rationnels. C’est ainst qu’il a obtenu [’excellent encadrement pour l’époque :

TOST< T cid 0107 pres o 31408 < < 3.1429

La preuve de lirrationnalité de m n’a été apportée que 2000 ans apres Archiméde, en 1760, par un mathé-
maticien suisse (Jean-Henri Lambert). Historiquement, ce résultat a été le premier pas pour résoudre le
probleme de la quadrature du cercle (en 1882, par Lindemann'), question qui résistait également depuis
I’Antiquité.
On se propose ici de démontrer que 7 est irrationnel, en utilisant un raisonnement par
I’absurde.

Tout au long de ce probléme, on suppose donc qu’il existe deux
entiers naturels non nuls a et b tels que :

mw = —

b

L’objectif principal de cet énoncé est de prouver que cette hypothése conduit a une contra-
diction.

A cette fin, on pose :
" (a — bx)"

n!

Vne N, Vze R, P,(z) = et: Ve R, Bzx)=1

Et on pose :

Vn e N, In:/ P,(x)sin(z) dz
0

PARTIE 1 - ETUDE DES VARIATIONS DE P,
Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
1/ Etablir que : Vee [0,m], P,_i(z)>=0

2/ Exprimer la dérivée de P, en fonction de P,_;.

3/ Etablir que :

1 2n

Ve e 07, 0<Pua) < — x 4‘ibn

t. Aucun lien avec le chanteur de Rammstein.
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PARTIE 2 - UN CALCUL DE LIMITE
Dans cette partie, A désigne un réel strictement positif.

4/ On pose : ng = [A]| + 1. Etablir que pour tout entier naturel n > ny on a :

< A < A X A o
ol T ong! no+ 1

n

A
5/ En déduire que: VAe Ry, lim — =0

n—+oo 1!

PARTIE 3 - QUELQUES PROPRIETES DE L'INTEGRALE I,
T a2 "
6/ Démontrer que : Vne N*, 0<I, < —x|—
n! 4b
7/ En déduire la limite de la suite (IL,).

8/ Dans cette question, on prouve que lintégrale I,, est strictement positive pour tout entier naturel
n.

a/ Calculer I, et vérifier que Iy € N*.
b/ Soit n € N*. En utilisant notamment la relation de Chasles pour les intégrales, établir que :
w/2
I, 2/ P,(x)sin(z) dz
w/4
¢/ Soit n € N*. Etablir que :

d/ Déduire de ce qui précéde que :
Vn e N, I,>0

PARTIE 4 - DERIVEES SUCCESSIVES DE P,

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul, et = un réel de [0, 7.
On note f(x) = 2" et g(x) = (a — bx)".
n!
9/ Soit k un entier naturel dans | 0,n |. Etablir que : pl €Z
Indication. On pourra distinguer deux cas : k =n, et k €[ 0,n — 1 ]. Dans le second, on pourra
utiliser la relation de Chasles pour les produits.
10/ Etablir que :
n! ek

Vke[0,n], f®(z)= O] X x

11/ Soit k un entier naturel supérieur ou égal a (n + 1). Etablir que : f®)(z) = 0.
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12/ A T'aide des questions précédentes, établir que :

fO0)=n! et VkeN, [k#n = [f®(0)=0]

Dans la suite, on pourra admettre que les dérivées successives de g sont données par des formules

analogues :
|
" (—1)*b* x 0 ﬁ I X (a—bx)"" sike[0,n]
Vke N, ¢%(x)= '
0 sik>n
13/ Justifier briévement que : Vke N, P(k =l Z ( )f(J R0 (1)

14/ L’objectif de cette question est d’établir que pour tout entier naturel k, le réel Prgk)(O) est un entier
relatif. Pour y parvenir, on distingue 3 cas suivant la valeur de ’entier naturel k.

a/ Premier cas : k €[ 0,n —1]. Etablir que : Pék)(()) = 0.

b/ Deuxiéme cas : k €[ n,2n]. Etablir que :

k n!
PT(Lk) 0) =(—1 k—nbk—n 2n—k
0)=(1 “\n)” (2n — k)! a

En déduire que : rP(0) e z.

c/ Troisiéme cas : k € N, k > 2n. Justifier briévement que : P,Ek)(O) = 0.

Conclusion de la partie 4. On a ainsi prouvé que :

V (k,n)e N2, PP0)e z
Dans la suite, on pourra admettre que ['on a aussi :

YV (k,n) € N2, P® (%) €Z cad: V(kn)eN, PP(r)ez
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PARTIE 5 - LIEN ENTRE I,, ET LES DERIVEES SUCCESSIVES DE P,
Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
15/ A l'aide de deux intégrations par parties successives, établir que :

a

I, =P, ( b) + P, (0) — /0 " P () sin(z) do

16/ En déduire que :

3
—

L= (~1)F (P,§2k> (%) p;2k>(o>)+(_1)n /;Pézn)(av)sin(m)dw

e
i

17/ En utilisant des résultats de la partie 4, établir que :

|
Voe 0,7, PP¥(z)=(-1)"b" x @
n:

18/ En déduire que :

/ P,sz") (x)sin(z)dz est un entier relatif.
0

PARTIE 6 - CONCLUSION

19/ A T'aide des parties 4 et 5, établir que :

Vvne N, I, e Z

20/ A laide de la question précédente et de résultats extraits de la partie 3, aboutir & une contradiction ;
en déduire que 7 est irrationnel.



