Lycée Jean Bart — MPSI — 3 février 2024

CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°7

—— PROBLEME 1 — UNE EQUATION FONCTIONNELLE

PARTIE 1 - QUESTIONS PRELIMINAIRES
Les questions 1/ et 2/ de cette partie sont indépendantes.

1/ On considére les fonctions F' et G respectivement définies en posant :

e’ —e”

Vee R, F(r)=—"—— et Vee |-1,1], G(w)zln( 1+x>

et 4 e~ 1—=z

a/ Etablir que : Ve e Ry, sh(z)<ch(x)
Pour tout réel z on a : ch(x) — sh(z) = e™*. Il s’ensuit que : Vo € R, sh(x) < ch(x)
Conclusion. Vz € R, sh(z) < ch(x)

b/ En déduire que : Vee R, —-1<F(x)<l

sh(z)

Pour tout réel z, on a : F(x) = h(o)
ch(z

. La fonction ch étant positive sur Ry, on déduit de la question

précédente que :

Vee Ry, 0<F(x)<l1

La fonction F' étant impaire, on en déduit que : Vo € R_, —1< F(z) <0.
Conclusion. D’aprés ce qui précede : Vee R, —-1<F(z)<l1
¢/ Montrer que F réalise une bijection de R vers I = ] —1,1[, et que F~! = G.

Pour tout réel x on a :

e — o T
1+-——°
1+ F(x) 1 et L e 1 2e” 1 9
(F(=)) n( 1—F(m)> 2| e e | T2 e pln(e) ==
et +e7 ¥

Donc : Vz € R, G(F(x)) = . Par suite : Go F = idg.

Par ailleurs, pour tout réel z € | —1,1[ on a :

\/1+x_\/1—x (\/1+m\/1—x>2 1+x+1—x 2
_ 1- 1 — -

\/1+x+\/1—x_ Ite T-u (1+2)° - (1-x)?

1—x 1+ l—-2z 142 1 — 22
(1+2)?+ (1 —x)? ) 2+ 222 — 2+ 222
= 17'12 = 17:172 =T
(142)° - (1 —x)? o
1_ 22 1— a2

Donc:Vxe |—1,1[, F(G(x)) = 2. Par suite : Fo G =1id)_y .

Conclusion. Puisque F'o G =id)_; ;| et G o F' = idg, on peut affirmer que F est bijective, et que G est
sa bijection réciproque.
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2/ On considére la fonction H définie en posant :

2x

Vere R, H(zx)=-——
L H@) =
Démontrer que H est bornée sur R, et préciser les valeurs de son minimum et de son maximum.

La fonction H est clairement impaire, et de classe €' sur R selon les théorémes généraux. On peut donc calculer
sa dérivée :

, 2(1 +2%) — 42?2 — 222 2(1 + o)
Vee R, H'(x)= 1322 = 1527 = 0127 (1—=x)

Sur Ry, la dérivée de H est du signe de (1 — ). La fonc-

tion H est donc croissante sur [0, 1], et décroissante sur __ 1 -
[1,+0c0[. On en déduit le sens de variation de H sur R en H(z)| 0 0
utilisant 'imparité de H. B _1 —

On déduit en particulier de ce tableau de variation que H est bornée (entre —1 et 1) sur R.

Conclusion. H est bornée sur R. De plus, H atteint ses bornes et : miﬁH(x) =—1let max H(z)=1.
TE Te

PARTIE 2 - UNE EQUATION FONCTIONNELLE

Jusqu’a la fin de ce probléme, on cherche a résoudre le probléme suivant :

3/

4/

5/

Probléme. — Déterminer les fonctions f définies sur R, & valeurs réelles et dérivables (donc continues) en
0 qui vérifient :

Vo e R, f(2z) = G

Déterminer les fonctions constantes solutions du probléme posé.

2k
Soit f constante égale a k. La fonction f est alors solution du probléme posé si et seulement si : k = T2
cad SST k=0oul+k%=2.
Conclusion. Les fonctions constantes solutions du probléme sont celles égales 4 0, & 1 ou a —1.
On suppose que f est solution. Donner sans justification les valeurs possibles de f(0).
. : 2/(0)
Si f est solution du probléme, alors f(0) = ———~—.
Conclusion. Selon les calculs de la question précédente : f(0) € {—1,0,1}
Montrer que si f est solution, on a :
Vee R, —-1< f(z) <1

(on pourra exprimer f(x) en fonction de f(x/2)).

: . e Ao __2f(=/2) s .y S
Soit z un réel. On a d’aprés ’énoncé : f(z) = T f2)? H(f(x/2)). Or H est a valeurs dans [—1, 1] d’aprés

x

la question 2. Par suite : H(z) € [—1,1].

Conclusion. Si f est solution, alors : Vee R, -1< f(z) <1
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6/

7/

Montrer que si f est solution, alors (—f) est également solution.

2x (=f) (x)

Supposons que f soit solution du probléme posé. Alors pour tout réel z : (—f) (2r) = ————"——. Donc
L+ ((=f) (2))

— f est également solution.

Conclusion. f est solution = — f est solution

Dans cette question, on suppose que f est une solution du probléme posé, que f(0) =1, et que f
n’est pas constante.

On considére zo € R, tel que f(zo) # f(0), et on définit la suite (u,) en posant : Vn € N, u,, = f (;—2)

a/ Montrer que la suite (u,) est convergente, et préciser sa limite.
x
La suite de terme général 2—2 converge évidemment vers 0. Puisque f est continue (car dérivable) en 0, la

x
propriété de continuité séquentielle implique que :  lim f (—0) = f(0).
n—-+oo on

Conclusion. D’aprés ce qui précéde : lim u, =1
n—-+4oo

b/ Etablir une relation entre u,, et u,1; en déduire que la suite (u,) garde un signe constant, puis étudier sa
monotonie suivant le signe de ug.

xo):f<2 = )— 2/ (zﬁl) _ 2upy

Soit n enti turel. O DUy = <— = = .
01t n un entier nature na:u f on g 2 1 U2 1
J 2n+1

2UTL+1

En résumé : |Vn e N, u, = ——— |
bl n 1—‘,—’“/311_"_1

Puisque 1 + u2 11 >0, on en déduit que u, et u,41 sont de méme signe.

. . 2u 1 US — Up+1 u2 —1
Par ailleurs, pour tout entier naturel n on a : w, 11—, = Upy1— ntl _ “ntl ntl _ Zntl Upi1.
’ 14 u? 1+u? 1+u?
n+1 n+1 n+1
w2, —1
En résumé : Vn e N; upq1 —uy = ﬁ Un41. Puisque la fonction f est a valeurs dans [—1, 1], on en
n+1
uZ —1
déduit que : 17:72 < 0. Il s’ensuit que w41 — u, est du signe opposé a u, 41, cadd du signe opposé a ug
U

n+1
puisque la suite (u,,) est de signe constant.

2un+1

Conclusion. La suite (u,) est de signe constant, et : Vn € N, u,, = ————
1 + un—i—l

Si ug > 0, alors la suite (uy,) est décroissante ; sinon la suite (uy,) est croissante.

¢/ En utilisant ce qui précéde, aboutir & une contradiction. En déduire Pensemble des fonctions f solutions du
probléme telles que f(0) = 1.

La fonction f étant a valeurs dans [—1, 1], et puisque 'on fait 'hypothése que ug # 1, on a donc ug € [—1,1].
Distinguons deux cas.

» ler cas :si ug € [—1,0[. Alors la suite (u,) est & termes négatifs (d’aprés la question b), donc ne peut
converger vers 1 (question a) : contradiction.

» 2¢me cas : si ug € [0,1]. Alors la suite (u,) est décroissante (question b) et majorée par wug, qui est
strictement inférieur a 1. Donc (u,) ne peut converger vers 1 (question a) : contradiction.

Les deux cas conduisent & une contradiction.

Conclusion. Il n’existe pas de solution f non constante du probléme telle que f(0) = 1.



MPSI — Corrigé du DS de Mathématiques n°7

d/

Que peut-on conclure si 'hypotheése “ f(0) = 1”7 est remplacée par 'hypothése “f(0) = —177

Par ailleurs, s’il existait une solution f non constante du probléme telle que f(0) = —1, alors la fonction
(—f) serait également solution du probléme (question 6), et vérifierait (—f)(0) = 1; ce qui ne peut se
produire d’aprés la question précédente.

Conclusion. La seule fonction f solution du probléme vérifiant f(0) =1 (resp. f(0) = —1) est la fonction
constante égale a 1 (resp. a —1).

8/ Dans cette question, on suppose que f est une solution du probléme posé, et que f(0) = 0.

a/

b/

d/

Montrer que : Va € R, f(z) # —1et f(x) # 1.

On définit alors une fonction g en posant : Vz € R, g(z) = G(f(z)), ou G désigne la fonction introduite

dans la question 1.

Raisonnons par l'absurde, et supposons qu’il existe un réel zp tel que f(z¢) = 1. On pose alors pour tout
x

entier naturel n : u, = f (2—2) Alors la suite (u,) converge vers f(0) = 0 (méme raisonnement que dans

la question 7-a). Or le calcul effectué¢ dans la question 7-b montre que la suite (u,,) est constante égale a 1
(puisque ug = 1) : contradiction.

Il n’existe donc pas de réel xg tel que f(xg) = 1. En utilisant le résultat de la question 6, on peut également
affirmer qu’il n’existe pas de réel xq tel que f(xg) = —1.
Conclusion. La fonction f est a valeurs dans | —1,1].

Montrer que : Vz € R, g(2z) = 2¢(x).

Soit z un réel. On a :

9(22) = G(f(22)) = % In (%) - % In ((%) ) —1n (%) — 2G(f(x)) = 29(z)

Conclusion. Vz € R, ¢g(2z) = 2¢9(x)

Soit x € R*. On définit une suite (v,) en posant : Vn € N, v, =

Etablir que la suite (v,,) est convergente et préciser sa limite.
On peut commencer par montrer que g est continue en 0, et un peu plus.
En effet, la fonction f est dérivable en 0 (par hypothése), et la fonction G est dérivable en 0 = f(0) (TG).

On en déduit que la fonction g = Go f est dérivable en 0, et que ¢’(0) = f'(0). En particulier, g est continue
en 0.

T
Par ailleurs, la suite de terme général on converge vers (. D’aprés la propriété de continuité séquentielle,
x
la suite de terme général g (ﬁ) converge vers g(0).
x
(57)

Conclusion. D’oul par limite séquentielle :  lim 2= =4'(0)
n—-+oo )

2n

En déduire que g est linéaire.

T T T
1(3) _9(2x5m) _9(5m)
Soit x un réel. Pour tout entier n on a : v, = 2"/ _ PAALVANS 2nt ) = Upy1-

X 2 X X
(27) ( x 2n+1) (2n+1

Alinsi la suite (v,,) est constante. Or, d’aprés la question précédente elle converge vers ¢’(0). Donc la suite
(vn,) est constante égale a ¢’(0). En particulier : vy = g(z)/z = ¢'(0).

Cette relation étant valable pour tout réel z, on a : Vo € R, 9(z) =4 (0),don:Vz € R, g(z) =g (0)x.
x

Conclusion. Si f est une solution du probléme telle que f(0) = 0, alors G o f est linéaire.
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9/ Synthése. Déterminer toutes les fonctions solutions du probléme posé.

D’apreés ce qui précede, si f est une solution du probléme telle que f(0) = 0, alors il existe un réel a tel que :
Ve R, G(f(z)) =ar <= Vze R, f(zr)=F(ax)

On vérifie sans trop de peine la réciproque : la fonction f, : © € R — F (ax) est effectivement solution du
probléme.

Conclusion. Les solutions du probléme sont les fonctions constantes sur R égale & +1, et les fonctions f, : x €
R — F (ax) (pour tout réel «).

——— PROBLEME 2 — CALCUL MATRICIEL ET SUITE DE FIBONACCI

1+5 11—

Justifier briévement que : ——

1/ On note ¢ =

2 2
1 5 1—+5
Les racines du polynéme X2 — X — 1 sont ¢ = +2\[ et Y = 2\[.
On a : pp = —1 (relations coefficients-racines). Dot : 1) = —p~!
. 1—+5 1 1++5
Conclusion. 5 = —— avec p = 5
¥

PARTIE 1 - PUISSANCES D’UNE MATRICE (PREMIERE TENTATIVE)

Dans cette partie, on considére la matrice de My (R) : A= ( 1 (1) )

On pose :

A=C+B avec C = diag(1,0) et B((l) (1))

2/ On note COM(C) le commutant de la matrice C, cad I'ensemble des matrices M € M (R) qui commutent
avec C' :

COM(C)={M € Mz (R), MC=CM}
Etablir que (COM(C), +) est un sous-groupe de (M (R), +).

C’est ’exo 6 de la feuille de TD sur le calcul matriciel.

Il suffit donc de connaitre le cours, et de vérifier les quatre axiomes assurant que (COM(C),+) est un sous-
groupe de (Ms (R),+).

Les axiomes SG1 (COM(C) C M (R)) et SG2 (Op,r) € COM(C)) sont vrais pour des raisons qu’il serait
oiseux de développer.

Il est & peine moins superfétatoire de vérifier que COM(C') est stable par somme (SG3) :
Si M et N € COM(C), alors: (M + N)A=MA+ NA=AM + AN = A(M + N).
D'ou: (M + N) e COM(C)
Enfin, un lumineux raisonnement assure que COM(C') est stable par passage a 'opposé (SG4) :
Si M € COM(C), alors : (—-M)A=—-(MA)=—(AM)=Ax (—M).D’ou: (—M) e COM(C)

Conclusion. COM(C) est une partie de M (R), contenant Oy, gy (I’élément neutre pour I'addition dans
M; (R)), stable par somme et par passage a lopposé. Il s’ensuit que (COM(C),+) est un sous-groupe de
(M2 (R), +)
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3/ (COM(C), x) est-il un sous-groupe de (GLzy (R), x)?
Accrochons nos ceintures : la matrice nulle appartient & COM(C'), mais n’est pas inversible.
11 s’ensuit que : COM(C) ¢ GLa (R) (I'axiome (SG1) n’est pas vérifié).

Conclusion. (COM(C), x) n’est pas un sous-groupe de (GLy (R), X).

4/ Déterminer explicitement le commutant COM(C) de la matrice C.

SoitM("Z %{)eMz(R).ona; CM(x y) et MC(Z 8)

Par suite : [M € COM(C)] <= [CM = MC] < [y=0Az=10]
Conclusion. COM(C) = Dy(R)

5/ Comparer (C + B)? et C2 + 2CB + B2. Le résultat était-il prévisible ?

2 1

D’une part : (C + B)? = ( 1 1

RATE)

Conclusion. Ainsi : (C+ B)? # C%+2C B+ B?. Le résultat était prévisible car d’aprés la question précédente,
les matrices B et C' ne commutent pas, et on ne peut donc pas appliquer le binébme de Newton pour calculer
(C' + B)? (on ne peut qu’affirmer : (C + B)? = C? + CB + BC + B?).

PARTIE 2 - PUISSANCES D’UNE MATRICE (SECONDE TENTATIVE)

Dans cette partie, on considére les matrices de My (R) :

(11 e 1 _(1+V5 1-5
A—<1 O)’ D—dmg(cp,—(p) et P—( 9 9

6/ Justifier que P est inversible, et calculer son inverse.

. — : Yoy e o - p—1
On a : det(P) = 4y/5 # 0. Conclusion. P € GL; (R) et d’aprés le cours : P! = ( 9 1445

L 2 —1+\6>

7/ Vérifier que : P1AP=D
Aprés un calcul aisé : P~1AP = D.

8/ Etablir que : Vne N, Ar=pPD"pP~!
D’aprés la question précédente : A = PDP~!. La récurrence bien connue fournit la conclusion.
Conclusion. Vn € N, A" = pD"pP~!

PARTIE 3 - SUITE DE FIBONACCI ET CALCUL MATRICIEL

Jusqu’a la fin de ce probléme, on considére la suite (F,,) définie en posant :
Fo=0; Fi=1; et VYneN, Foo=F,1+F,
La suite (F,,) est la suite de Fibonacci, dont les premiers termes sont :

FOZO; Flzl; ngl; F3:2; F4:3; F5:5; FGZS; F7:13; F8:21

. F
Pour tout entier naturel n, on pose : X, = ( ol )
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9/ Etablir qu'il existe une matrice @ € Ms (R), que l'on explicitera, telle que :
Vn e Na Xn+1 :QXn

Pour tout entier naturel n, on a :

= () =(Tenm ) =B ) = ax

Conclusion. Vn € N, X,,;1 = AX,, (ainsi: Q = A*)
10/ Etablir que : VneN X,=Q"Xy
Récurrence immeédiate.
Conclusion. Vn € N, X,, = A" X, (puisque A = @ d’aprés la question précédente).
11/ En déduire 'expression de F,, en fonction de n (on pourra utiliser des résultats de la partie 2).

Soit m un entier naturel. D’aprés la question précédente : X,, = A" X,.

D’aprés I’énoncé : Xy = < (1) )
D’aprés la question 8 : A" = PD"P~1,

Il s’ensuit que :

X, = PD"P~1X,

<:>Xn—4;5PDn< —22 _11++\}/55)<(1)>

— X —LP ) (—(i)” 2
"as 0 ; ~2
@
2™
1 1+vV5 1—-5 i
‘:’X”_Mg< 2 2 Lo U
(pn
2™
Fop ) _ 1 1+v5 1—-+5 (1)
F, 4/5 2 2 -2 x

—F, = % (4<p" —4x (;12”)
P )

Conclusion. Vn € N,

PARTIE 4 - SUITE DE FIBONACCI ET FONCTION ARCTANGENTE

12/ Etablir que :
VneN, Fo,, —F,F, = (-1)"

Pour tout entier naturel n, notons P(n) lassertion : “F,QLJrl —F,Fo=(—-1)"

Selon I'énoncé, P(0) est vraie.

Supposons que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

2 2 2 2
Fn+2 - Fn+1F7L+3 = Fn+2 - Fn-i—l (Fn—i-l + F’rL-i-Q) = F7L+2 - Fn+1 - FTL+1FTL+2

*. C’est une incroyable surprise.
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D’oti, par hypothése de récurrence :
Fi+2 - F7L+1F7l+3 = Fi_t,_z - (_1)71 - FnFn,+2 - Fn+1F71,+2 = FEH_Q - (_1)n - Fn-‘,—2 (Fn + Fn+1)

Ainsi: F2 5 — F, 1 Fops = (-1)""' + F2, — F2 . Finalement : F , — F,, 1 F, 3 = (—1)""..

Ce qui signifie que P(n + 1) est vraie. Récurrence établie.
Conclusion. Vn € N, Fi+1 —F,Foo=(-1)"

13/ A laide de la question précédente, établir que :

1
Vn € N* arctan (F> = arctan (

2n

) e ()
arctan
Fant1 Fonqo

Indication : on n'utilisera surtout pas un raisonnement par récurrence.

Soit n un entier naturel non nul. On a :

1 1

- Jr -
1 1 F F F F
tan (arctan ( ) + arctan( )) — Fonrn Fonyz Hont #Wonvz | Hones + Honss
2n+1 2n+2 1 _

1 % I FoppiFonio—1  Fopp1Fopgo—1

Fony1  Fongo

Or, selon la question précédente : Fo,Fo, 10 = F%nH —1.

Muni de cette remarque, on reprend les calculs précédents en écrivant diaboliquement :

1 1 Fo, .1 + Fa, Fy, 1 Fo,Fo,ii +Fy,Fop,
tan <arctan ( ) + arctan ( )) _ —enait Mony  Yan 2nt2nt1 T XanTon+2
F2n+l F2n+2

_ 1 FauFo 4 Fo -1 1 Foup (Fon+Fopgn) =1 1 FopaFane—1 1
Fs, Forni1Fonin —1 Fs, Foot1Fopio—1 Fo, FoppiFopo—1  Fyy

1 1 1
Il s’ensuit que : tan (arctan ( ) -+ arctan ( )) = tan (arctan ())
Foni Faonio Fon
arctan = arctan T
Foni1 Fonio Fo,

1
Pour s’affranchir du “modulo 77, il reste a observer que arctan F) appartient a [0,7/4] a partir de k = 1
k

(notamment car la suite de Fibonacci est croissante, que F1 = 1, et que arctan(1) = 7/4).

T FaouiiFonio— 1 Fy, Fyy Fornt1Fongn —1

Par conséquent : arctan (

. , 1 1 1 . N
On en déduit que les réels arctan + arctan et arctan | —— | appartiennent tous deux a
2n+1 2n+2 Fon
[0, 7/2].

1 1 1
Conclusion. Vn € N*, arctan () = arctan ( ) + arctan ( )
Fa, Font1 Fongo

14/ Etablir que :
tan ( £ ) = arctan ( & ) +arctan ( = ) + arctan o ) + arctan (
arctan | 3 | = arctan | - arctan { arctan | = arctan { -

1 1
D’apreés la question précédente : arctan (F) = arctan () + arctan <F>
4 6

. 1 1 1
Il s’ensuit que : arctan 3= arctan 3 + arctan 3

R . L 1 1 1
Or, d’aprés la question précédente : arctan | — | = arctan | — | + arctan | —
Fg Fr Fg

, . 1 1 1
Il s’ensuit que : arctan (8) = arctan (13> + arctan (21)
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S e , 1Y 1 1
Or, d’aprés la question précédente : arctan = arctan + arctan
Fs Fyg Fio

1 1 1
Il s’ensuit que : arctan <2l> = arctan <34> + arctan <55>

La conclusion provient des 3 relations établies ci-dessus.

C lusi t L t ! + arct ! + arct L + arct !
onclusion. arctan | - | = arctan | — arctan | — arctan | — arctan ( —
3 5 13 34 55

PARTIE 5 - SUITE DE FIBONACCI ET PYTHON

15/ Ecrire le script Python d’une fonction Fibo(n) qui regoit comme paramétre un entier naturel n, et qui renvoie
la valeur de F,.

Une fonction itérative répondant a la question :

1 | def FIBO(n):

2 u, v=0,1

3 if n ==0:

4 return u

5 elif n ==1:

6 return v

7 else :

8 for k in range(n):
9 u, v =v, utv
10 return u

Une fonction récursive répondant a la question :

1 | def FI(n):

2 if nin [0,1]:

3 return n

4 else :

5 return Fl(n-1) +FI(n-2)

16/ Dans cette question, on admet que la suite de Fibonacci est croissante. Ecrire le script Python d’une fonction
Over(val) qui recoit comme paramétre un flottant val, et qui renvoie le plus petit entier naturel p tel que
F, >val.

1 | def Over(val):

2 p =0
3 while Fibo(p) <=val:
4 p +=1

5 return p



