Lycée Jean Bart — MPSI — 24 février 2024

CORRIGE DU DS N8 DE MATHS

EXERCICE 1 — | (ETUDE D’UNE SUITE RECURRENTE).

Soit f la fonction définie sur R en posant :
Vze R, f(z)=1In (1+a:+ 1—|—(1+x)2>

Et soit (u,) la suite réelle définie en posant :

up € [072]7 et Vn € N, Un41 = f(un)

1

1/ Justifier que f est dérivable sur R, et montrer que : Vee R, f'l(z) = )
1+ (1+2)°

La fonction f est dérivable sur R selon les théorémes généraux, et pour tout réel x on a :

2(1+ z) 1+ (1+2)2+(1+2)
21+ (1 +2)? 1+ (14 x)?

1
f'(x) = = =
1+z+4/14(1+2)° 14+z+4/14+ 1 +2) V14 (14 2)°
1

Conclusion. f est dérivable sur R et Ve € R, f'(x) =

1+ (1+a2)

2/ Pour tout réel z € [0,2], on pose : g(z) = f(x) — z. Etablir que g réalise une bijection de [0, 2] vers un
intervalle que 1’on précisera.

La fonction g est dérivable sur R selon les théorémes généraux, et pour tout réel x, on a :

1
g'(z) = -1
1+ (1+42)
: . . . 1
Il s’ensuit que : Vo € R, ¢'(z) < 0, puisqu’il est clair que : < 1.
1+ (1+4x)°

On en déduit que g est strictement décroissante sur R.

Ainsi, la fonction g est continue sur [0, 2] (car dérivable sur R), et strictement décroissante sur [0, 2] : &
ce titre, g réalise une bijection de [0, 2] vers [g(2), g(0)].

De plus : [¢(2), ¢(0)] = [In (3 +v10) — 2; In (1 + v/2)]
Conclusion. La fonction g réalise une bijection de [0, 2] vers [ln (3 + \/ﬁ) —2;In (1 + \/5)}
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3/ Etablir que I'équation f(x) = z admet une unique solution dans [0, 2], que ’on notera /.

On peut observer que* :
In (3+v10) =2 <0< In(1+v?2)
D’aprés la question précédente, 0 admet un unique antécédent ¢ par g dans [0, 2].
On conclut en observant que : g({) = 0 <= f({) = (.
Conclusion. 3!/ € [0,2], g(¢) =0
1
4/ Etablir que : VneN, |upq — 0 < —lu, — /¢
/ q —— 7 | |

Soit n € N. Si u,, = [, alors u,.1 = f(u,) = f({) = {; et l'inégalité est trivialement vraie (les deux
termes sont nuls).

Sinon, la fonction f vérifie les hypothéses du théoréme des accroissements finis sur [u,, ¢] ou sur [¢, u,]
(continue sur le fermé, dérivable sur l'ouvert). Par suite :

de e fun, QUG U], flun) = f(€) = f'(¢) (un — 1)
On en déduit que :
Un1 = L= f'(c) (un — 1) == |tn1 = €] = [f' ()] X Jun = 1|
Par ailleurs, on déduit de la question 1 que f’ est positive et décroissante sur [0, 2] ; elle admet donc un

1
maximum en 0, égal & 1/v/2. En particulier : |f'(c)] < —=.

V2

1
Conclusion. Vn € N, |u, 1 — 0| < — |u, — ¢
| +1 | \/5 | |
5/ Etablir que : VneN, |u,— €] <2732

Par une récurrence immeédiate, on déduit de la question précédente, on obtient : Vn € N, |u,q — €] <
2—n/2 |U0 — €|

11 suffit alors d’observer que wuq et ¢ appartiennent a [0, 2] pour avoir : |ug — ¢| < 2.
Conclusion. D’aprés ce qui précéde : VneN, |u, — ¢ <2172
6/ Déduire de ce qui précéde que (u,) converge, et préciser sa limite.

D’aprés la question précédente :  lim  |u,, — ¢] = 0.
n—--+00

Conclusion. On en déduit que la suite (u,) est convergente, et que : linﬂi Up =1
n—-—+0oo

. C’est au moins clair pour I'inégalité de droite ; pour celle de gauche, il “suffit” de voir que 3 ++/10 ~ 5 tandis que e? = 7.
J’imagine que vous ne vous satisferez pas de cette justification “bon marché”. Si 'on veut étre plus rigoureux, il faut utiliser le

3
fait que e? > Z ok /k! > 6, et vérifier que 3+ /10 < 6, ce qui est plus humain. En tous les cas, I'inégalité de gauche pouvait
k=0

étre admise sans justification lors du devoir.
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7/ Valeur approchée de /, et majoration de I’erreur commise.

Dans les deux questions ci-dessous, on suppose que ug = 0.

L’objectif des 2 questions indépendantes ci-dessous est de déterminer une valeur approchée de ¢, ainsi
qu’une majoration de I’erreur commise. La premiére approche est numérique, et la seconde est théorique.

a/ Ecrire en langage Python une fonction Vapp(epsilon) qui regoit comme paramétre un flottant
epsilon strictement positif, et qui renvoie une valeur approchée de ¢ a epsilon pres.

from math import *

def f(x):
return log(14+x+sqrt(14+x**2)) # En Python, 'log' désigne le logarithme népérien

def Vapp(epsilon):
u =0 # initialisation du terme de la suite
n =0 # initialisation du rang
while 2 ** (1 - (n / 2)) >=epsilon:
u =f(u) # on remplace 'u(n)' par 'u(n+1)'
n =n +1 # on incrémente le rang
return u

b/ Soit p un entier naturel. Résoudre I'inéquation (d’inconnue n € N) : 2172 <1077

En déduire un entier ng tel que u,, est une valeur approchée a 107" pres de /.

Soient p et n deux entiers naturels. On a :

n —plIn(10)
1-3 < 10—P _n < _n < —pmiiy)
21-% <1077 = (1 2>ln(2)\ pIn(10) <= 1 - 5 < =
n _ pln(10) 2pIn(10) 2 (pIn(10) + In(2))
— > e L 2= >
2 In(2) i " In(2) i " In(2)

Puisque n est un entier naturel, et que le terme de droite de la derniére inégalité n’est pas entier, on
en déduit finalement que :

! 2 (pIn(10) + In(2
21—2<10—P<:>n>{ (pIn(10) + In( ))J+1

In(2)

2 (pIn(10) + In(2))
In(2)

Conclusion. Pour ny = { J + 1, uy, est une valeur approchée a 1077 prés de £.
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PROBLEME 1 — CAPACITES NUMERIQUES

PARTIE 1 - QUESTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction continue sur [a, b] (avec a < b) et a valeurs réelles.

1/

2/

Relation de Chasles généralisée. Démontrer par récurrence que :

+1 yk+1 Yn
Vne N V(Yo,¥1,.--,Yn) € [a,b]" Z/ dx:/ f(z)dx
Yo

Pour tout entier naturel non nul n, notons P(n) 'assertion :

yk+1 Yn
v(y07y17"'ayn) CL bn+1 § / d,I:/ f(x)dx
Yo

0

Yk+1 9y
Soient yo et y; dans [a,b]. On a : Z/ flz)dz = / f(z)dz. D’ou P(1) est vraie.
Yo

k=0 v Yk
Supposons & présent P(n) vraie pour un certain n € N*, et considérons (yo, ¥, .-, Yni1) € |a,b]" .
On a :
Yk nol ey Ynt1 Yn Ynt1 Ynt1
Z/ f(:L')d:r—Z/ f(x)d:r—i—/ f(x)d:r—/ f(x)dx—l—/ f(x)dx—/ f(z)dx
k=0 " Yk k=0 " Yk n Yo Yn Yo

D’ott P(n + 1) est vraie. Récurrence établie.

n—1 Yk+1 Yn
Conclusion. Y (yo, 41, ..., yn) € [a,b]""", Z/ f(z)de = / f(z)da
Yo

k=0 Yk
Un lemme de majoration.
b
a/ Etablir que : / f(z)d / |f(z)| dz

Pour tout réel x € [a,b], on a : f(x) < |f(z)].

L’inégalité de 1’énoncé s’ensuit, par croissance de 'intégrale.

Conclusion. /bf(x) dz < /b |f(x)] dz
b

b/ En déduire soigneusement que :

b
. </ F(2)] da

On distingue deux cas, suivant le signe de / I

Premier cas — Si / f = 0. Le résultat provient directement de la question précédente :

/ /|f| dron - </ab|f|
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b b
Second cas — Si / f < 0. Par hypothése et par linéarité de I'intégrale, on a alors : / (—f)>0.

/j(—f)‘ < /ab|—f|-

D’apreés I'étude faite dans le cas précédent, on en déduit que :

/abf </ab|f|-

b
Conclusion. /f(x) dz

3/ Inégalité triangulaire généralisée.

D’ou :

< [ 11w as

On admet que : V (z,y) € R?, |z +y| < |z| + |yl

Démontrer par récurrence que :

n n
Vne NV (up,...,u,) € R, Zuk < |u|
k=1 k=1
n n
Pour tout entier naturel n non nul, notons P(n) : V (uy,...,u,) € R ug| < |u
k=1 k=1
L’assertion P(1) est vraie.
Supposons P(n) vraie pour un certain n € N* et soit (uy, ..., u,y1) € R™TL
n+1 n n n
Ona: | upl =D up+ | < D> ] + unpr] <D ] + [t
k=1 k=1 k=1 k=1
n+1 n+1
Finalement : Zuk < Z |ug|. D’ott P(n + 1) est vraie.
k=1 k=1
Récurrence établie.
n n
Conclusion. Vn € N*| Y (uq,...,u,) € R, Zuk < [u
k=1 k=1

Notations. A partir de maintenant, et jusqu’a la fin du probléme.

» a et b sont deux réels, avec a < b; et n désigne un entier naturel non nul.

» On note (zg,z1,...,%,) la subdivision réguliére de [a, b] de pas h = , ¢’est a dire que :

Vke[0,n], o =a+kh
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PARTIE 2 - METHODE DES RECTANGLES A GAUCHE

Tout au long de la partie 2, on suppose que f est de classe ¢! sur [a, ).

Dans cette partie, on approche f sur chacun des segments [z, zx11] par la fonction constante égale f (xy).

On note R(f) aire algébrique du rectangle construit sur le segment [xy, zx41], et de “hauteur” f(xy); et

n—1
on note R"(f) = Z Ri(f). La figure ci-dessous illustre cette construction.
k=0

b
Enfin, on note I = / f(x)dx.

4/

5/

6/

Justifier que :

I—r(f) =Y [ @) a

k=0 Y %k

D’aprés la question 1, et avec les notations de I’énoncé, on a :

n—l ey, Tht1
I= f(z) dx et R*(f) = f(zg) dz
k=0 /Ik /lk '
n—1 Tht1
Conclusion. [ — R"(f) =) _ / (f (z) = f (zp)) dz
k=0 v Tk

Justifier qu’il existe un réel M; tel que :
Vae [aab]a ’f/($)| < My

Par hypothese, f' € €([a, b],R). D’aprés le théoréme des bornes atteintes, f’ est bornée (et atteint ses
bornes) sur [a, b].

Conclusion. 3M; € R, Vz € [a,b], |f'(z)| < M,

Soit k €[ 0,n — 1 ]. Démontrer que pour tout réel z € [rg, xpy1] on a :
[f (@) = fae)] < My (2 — )

L’inégalité est triviale si x = xy.

Supposons a présent x > x. D’aprés I’énoncé, la fonction f est continue sur [xy,z], et f est dérivable
sur |z, z[. D’aprés le théoréme des accroissements finis :

f(@) — )

r — T

dec €lxy, x|, f'(c) =
En particulier :

|f (@) = flaze)|l = [f'(O)] x o — |
Il reste & observer que (z — xy) > 0, et utiliser la question précédente pour conclure.

Conclusion. Vz € [z, xpi1], |f(x) — f(ar)] < My (v — xp)
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7/ A T'aide de la question précédente, établir que :

8/

(b—a)*

Vke[0,n—1], <M

X 1

/ @) — f ) da

Tk

Soit k €[ 0,n —1]. D’aprés q. 2, on a :

/ @) - ) de

Tk

</ @) - F )] de (a)

Tk

D’aprés la question précédente, on a :

Tp+41 Tp41 M . M h2
/ ’f(x)_f(xk)ldngl/ x_ﬂfkdl':?l[(l’—l'k)z] B 71

T
T T k 2

(b—a)’
2n2

Ainsi : / - If () — f (zp)] dz < My ()

Tk

(b—a)’

2n?

Conclusion. D’aprés (#) et (&) : VEe[0,n—1], /mk+1 (f (z) = f(zp)) do

Tk

<M,

En déduire que :

(b—a)
2n

> [ U@ - s a

n—1
D’aprés l'inégalité triangulaire (q. 3) : [ — R™(f)] < Z
k=0

[I = R"(f)] < M

D’aprés la question : |[I — R™(f)| =

/ T @) - o) de

n—1
b — 2
D’apres la question 7 : |I — R"(f)| < E M1< 5 g)
n
k=0

n—1
(b—a)? (b —a)? (b—a)?
OY:ZMl N :TLXMl 2n2 :Ml o™
2
Conclusion. |I — R"(f)| < M1<b2—0’)
n

b
Remarque. On en déduit que lirﬂ R"(f) = f. Ceci signifie que la méthode des rectangles a
n—--—+oo

gauche converge (la somme des aires des rectanglesatend vers l'intégrale de f), et que cette convergence
est linéaire (dans le sens ot l'on doit calculer 103 termes si l’on souhaite avoir une magjoration de I'erreur
de lordre de 1073 ). Le résultat edt été le méme avec la méthode des rectangles a droite; mais on verra
dans la partie suivante que la convergence est plus rapide avec la méthode des rectangles médians.
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PARTIE 3 - METHODE DES RECTANGLES MEDIANS

Tout au long de la partie 3, on suppose que f est de classe €2 sur [a, ).

Par ailleurs dans cette partie, on approche f sur chacun des segments [xy, z)41] par la fonction constante
Tp + Th1
2
On note R, ;(f) l'aire algébrique du rectangle construit sur le segment [z, 411, et de “hauteur” f (my);

égale f (my), ot my, = désigne le milieu du segment [z, Tp41].

n—1
et on note R,(f) = Z R, 1(f). Les figures ci-dessous illustrent cette construction.
k=0

Th41

9/ Justifier que : I —R,(f) = i:/ [f () — f (my)] dz

k=0 v Tk

Justification analogue a celle de la question 4.

10/ Estimation de D’erreur. Soient ¢ et d deux réels quelconques de [a, b], avec ¢ < d.

a/ Soit A un nombre réel. On définit une fonction ® sur [c, d] en posant :

(d—a)°

Va € fe,d), @) = f(d) - f(z) — (d— ) f(z) - AL

Etablir qu’il existe une unique valeur de A, que l'on calculeraf, tel que : ®(c) = ®(d) = 0.

Par définition, on a déja ®(d) = 0.

Par ailleurs : ®(c¢) = f(d) — f(¢c) = (d—c¢) f'(c) — A (d _2 ) . D’ou
0(0) =0 = AL = (@)~ ()~ (1=0) f160) = A= s (1) - f16) = (0= ) (0]
Conclusion. 314 € R, ¢(c) =P(d) =0 avec A= d _2 BE (f(d)— f(c)—(d—c) f'(c))

b/ On suppose & présent que A est I'unique réel déterminé a la question précédente. Etablir que :
Jda€ Jed|, A= f"(a)

Par construction et selon les théorémes généraux, la fonction ® est continue sur ¢, d], dérivable sur
Je,d], et vérifie ®(c) = ®(d) = 0. D’apreés le théoréme de Rolle :

Ja €le,d], ®'(a) =0
Or:d(a)=0<= —f(a)+ f(a) = (d—a)f"(a) + A(d—a) =0 <= A(d— a) = (d — a)f"(«).
Puisque d — « # 0, on en déduit que : A = f"(«).
Conclusion. Ja € |c,d[, A= f"(a)

7. On exprimera A en fonction de ¢, d, f(c), f(d) et f'(c).
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c/

d/

d— o)
En déduire que :  f(d) = f(c) + (d —¢) f'(c) + % " (@)
| . : (d—c)
Par construction, ®(d) = 0. Par suite : f(d) = f(c)+ (d—c¢) f'(c) + A 5
Et d’aprés la question précédente : A = f” («). La conclusion s’ensuit.
(d— o)

Conclusion. 3a € |, d[, f(d) = f(c)+ (d—c) f'(c) + B " ()
Soit k un entier quelconque compris entre 0 et (n — 1). Etablir que :

(x —my)?

Vo € [wg,ap], [f(@) = f(mw) — (@ —my) [/ (mi)| < M

ou My = max] |/ (z)]

z€ [a,b

2

Pour x = my, I'inégalité est immédiate.

Si x # my, on applique le résultat de la question précédente avec ¢ = my, et d = x. On peut ainsi
affirmer que :

N2
Sace Vo an [, @) = fome) + (2 ) Fome) + E g )
.. (IB — mk‘)2 "
En particulier : |f(x) — f(my) — (x — my) f'(my)| = s f (oz)‘
N / (I — mk>2 1"

D'ou : |f(z) — f(mg) — (x — my) f'(my)| = D | ()]
Il reste & observer que d’aprés I'énoncé |f” ()| < My pour conclure.

2
Conclusion. Vz € [zg, xp1], |f(x) — f(mg) — (& —myg) £/ (my)| < M, m

avec Moy = max |f"(z)|

z€ [a,b]

En déduire que :

(b—a)’

— — <
Vk E[[ On—1 H, |Ik Rn,k(f)| < M, YR

(b—a)’
24n?
Soit k €[ 0,n — 1 ]. Observons que :
[ @ s == m ) de= [ @y do [ pmy o= [ @) () do

k

puis que : |[I — R,(f)| < M,

Il s’ensuit que :

/ T ) = F ) — (2 — i) £ (ma) de = L — Rux(f) — / @) £ ) de (@)
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Or :
/xk+1 (x —mg) f' (myg) do = [(z — mk)ﬂi:’“ =

Tk

Do - /+ (= my) f (my) do = @ ((g)Q _ (_

On en déduit avec (M) que :

Ty

Par suite :

11 — B i (f)| =

Tk

D’aprés la question 2 :

[ 5@ = £ m) = =) £ om) o

/Ik+1 fQ@) = f(me) = (2 = mu) f'(my) do = I, — R (f)

I, — Rnk(f)] < /%k+1 |f(x) = f (mg) — (x —my) f (my)| da

D’apreés la question précédente :

Th41 (
- Rl < [
T
D’ou :
M.
= Ras() < ¢
D’ou :
M. M.
I, — R (f)] < 72 (1 — mi)® = (wr —mi)*) = 72
i (b—a)’
Finalement : Vk €] 0,n — 1], |1y — Rux(f)| < M, ST

Par ailleurs, d’aprés la question 9 : |I — R, (f)| =

z —my)’
2

dx

(&%)

X_:Ik - Rn,k(f)‘
k=0

n—1
D’aprés l'inégalité triangulaire (q. 3) : |1 — R,(f)| < Z | Iy — Rk (f)]
k=0

— (b—a)?
Dapres (&) « |1 = Ru(f)| < Y Mo
k=0

n—1
. (b— a)3 (b — a)3 (b— a)3
Or:) M, g VXM = M
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) (b—a)®
1 | = < My ~——
Conclusion. |I — R,(f)] 2 5p 3
b
Remarque. On en déduit que lin}r R.(f) = f. Ceci signifie que la méthode des rectangles mé-
n—-—+0oo

dians converge (la somme des aires des rectangleg‘ tend vers lintégrale de f ), et que cette convergence
est quadratique (dans le sens ot l'on doit calculer 10° termes si l’on souhaite avoir une magjoration
de Uerreur de 'ordre de 107°). Cette méthode est donc plus efficace (“plus rapide”) en général que la
méthode des rectangles a gauche ou a droite.

PARTIE 4 - PROGRAMMATION EN PYTHON

Ecrire en langage Python une fonction RM(f,a,b,n,M2) qui recoit comme paramétres une fonction f, trois
b

flottants a, b et M2, et un entier n, et qui retourne la valeur de R,,(f) (valeur approchée de I = / f) obtenue

a
par la méthode des rectangles médians, ainsi qu’une majoration de l'erreur commise (cad un majorant de
1T — R, (f)).

On pourra supposer que la fonction f a déja été préalablement définie.

def MR(f,a,b,n,M2):
h =(b-a)/n # Définition du pas

x =a # |Initialisation de x(k) a x(0) = a
S =0 # |Initialisation de la somme des rectangles

for k in range(n):
S +=h*f(x+(h/2)) # On rajoute 3 S I'aire du k—eme rectangle
x +=h # On passe de x(k) a x(k+1)

Maj _erreur =M2 *((b-a)**3) / (24*(n**2)) # Majorant de I"erreur
return S, Maj_erreur

—— PROBLEME 2A — ARITHMETIQUE ——————

Notations. On rappelle que pour tout m entier relatif, mZ désigne ’ensemble des multiples de m.
Par ailleurs, on note & I'’ensemble des nombres premiers. On admet dans ce probléme que 53 € £2.
PARTIE 1 - AUTOUR DU NOMBRE 53
1/ Etablir que les entiers 38 et 53 sont premiers entre eux.

53 est premier, et ne divise pas 38. Conclusion. 53 A 38 =1
2/ Résoudre dans Z? I’équation : (E1) 38z + 53y = 6.

Par la méthode décrite 200 fois en exercice on obtient :

(x,y) solution de (F;) <= 3k € Z, (x,y) = (42 + 53k, —30 — 38k)
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3/ Soit m un entier relatif. Montrer que :
[m est un inverse de 38 modulo 53| <= [k € Z, m = 60 + 53 k]

Prouvons =>. Supposons que m est un inverse de 38 modulo 53.

Alors : 38m = 1[53].

Par ailleurs, il résulte des calculs de la question précédente que : 38 x 7= 1[53].

On en déduit que : 53 |38(m — 7). Or 53 et 38 sont premiers entre eux. Dot : 53 |(m — 7).
D’ou : m = 7[53]. D’ot : m = 60 [53]. Donc : 3k € Z, m = 60 + 53 k.

Ainsi : [m est un inverse de 38 modulo 53| = [3k € Z, m = 60 + 53 k|
Réciproquement, supposons que : 3k € Z, m = 60 + 53 k.

Alors : m = 60[53]. D’ou: m =7[53]. Or : 38 x 7= 1[53]. D’ou : 38m = 1[53].

Ainsi : [m est un inverse de 38 modulo 53| <= [3k € Z, m = 60 + 53 k|

Conclusion. [m est un inverse de 38 modulo 53] <= [Fk € Z, m = 60 + 53 k]

4/ Soit n € Z, tel que n ¢ 537Z. A I'aide du petit théoréme de Fermat, établir que :

53|n°% — 1
Soit n € Z. Puisque 53 € 2, le petit théoréme de Fermat permet d’affirmer que : n° = n [53].
D’ott : 53 |n (n®?n — 1). Or n et 53 sont premier entre eux, puisque 53 € &2 et ne divise pas n.
On en déduit que : 53 [n*? — 1
Conclusion. Vn € Z\53Z, 53|n°* —1

5/ Etablir qu'il n’existe pas de triplet d’entiers (x,v,2) € Z? tel que : 2529 + 520 4+ 2520 = 20 + 53 x 112924,

PARTIE 2 - UNE INFINITE DE PREMIERS p =1 [4]

La fin de ce probléme consiste a établir qu’il existe une infinité de nombre premiers congrus a 1 modulo 4
(comme 53).

Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe seulement un nombre fini py, ps,..., p, de nombres
premiers congrus a 1 modulo 4.

On pose : N=1+4x <Hp§> soit : N =144 (py X -+ X pp)°. Soit p un diviseur premier de N.
k=1

6/ Justifier que p > 3.
2 ne divise clairement pas IV, qui est manifestement impair! Donc p est un premier différent de 2. ..

Conclusion. p > 3
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7/

8/

9/

10/

On note : © = 2 Hpk. Calculer 22 + 1 modulo p.
k=1

Ona:2?+1= N et p|N selon I'énoncé. Conclusion. 22 + 1 = 0 [p]
Etablir que p ne divise pas x. En déduire que : 2P~ =1 [p].
Si p divisait x, alors il diviserait 22, donc il diviserait N — 22 = 1. C’est absurde.

Donc p ne divise pas x. Puisqu’il est premier, le corollaire du petit théoréme de Fermat assure que :
P =1 [p|

Conclusion. x € Z\pZ et 27~' =1 [p].

—1 -
Justifier que P est un entier naturel, et établir que : (—1)% =1 [pl.
—1
Puisque p € £\ {2}, p est impair. Il s’ensuit que p — 1 est pair (et positif), d’ou : pT e N.
De plus : 2P~ = (xQ)(pfl)/Q. Or 2% = —1 [p] d’apres la question 7, et 277! = 1 [p] d’aprés la question
précédente.
Conclusion. (—1)% =1 [p]

En déduire que : p =1 [4]. En exhibant une contradiction, conclure.

Puisque (—1)P=Y/2 =1 [p] d’aprés la question précédente, et que 1 et —1 ne sont pas égaux modulo p
(puisque p > 3), on peut affirmer que pT_l est pair. Il existe donc un entier k tel que ’%1 = 2k. On en
déduit que p =4k + 1. Ainsi p=1 [4].

L’entier p étant un nombre premier congru a 1 modulo 4, c’est 'un des p;. Par suite : p Hpk. Donc
k=1
plz. Ce qui contredit le fait que p ne divise pas x (question 8).

Conclusion. Il existe une infinité de nombres premiers congrus & 1 modulo 4.

PROBLEME 2B — GROUPE DES AUTOMORPHISMES DE U,

Rappels et notations. Soit n un entier naturel > 2.

On note (U, %) le groupe des racines n-émes de 1'unité.

On note w,, la premiére racine n-éme de 'unité non-triviale, c’est-a-dire :

W,, = e2im/n Ainsi: U, = {w*, k€[0,n —1]}

Un endomorphisme du groupe (U, x) est un morphisme de groupes de (U,,, x) dans (U, x), c’est-a-dire
une application f : U, — U, telle que :

V(z1,2) € U2, f(z1 X 22) = f(21) X [ (22)
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Un automorphisme du groupe (U,, x) est un endomorphisme du groupe U,, bijectif.
On note End(U,,) I'ensemble des endomorphismes du groupe U,,.

On note Aut(U,,) I'ensemble des automorphismes du groupe U,,. On peut observer que : idy, € Aut(U,).
On admettra que (Aut(U,), o) est un groupe pour la composition des applications.

PARTIE 1 - QUESTIONS PRELIMINAIRES

1/ Soit f € End(U,). Justifier brievement que : f)y=1
Puisque f est un morphisme de groupes, I'image de 1’élément neutre par f est I’élément neutre.
Conclusion. f € End(U,) = f(1) =1

2/ Soit f € End(U,), et soit z € U,. Etablir que :  Vm e N, f(z™) = f(2)"
Puisque f est compatible avec la multiplication, une récurrence immédiate fournit le résultat.

Conclusion. Vm € N, f(2™) = f(2)"

3/ Dans cette question, on prouve qu'un endomorphisme du groupe U, est uniquement déterminé par
I'image de w,. A cette fin, on considére deux éléments f et g de End(U,,).

a/ Justifier briévement que : Im(f) = {(f (W), ke[0,n—1 ]]}

Soit f dans End(U,).

Conclusion. Im(f) = {(f (W), ke[0,n—1 ]]}
b/ Etablir que :
[f(wn) = g(wn)] <= [Vz € Un,  f(2) = g(2)]
Soient f et g dans End(U,,). Supposons que f(w,) = g (wy).
Soit z€ U, : Ik €[0,n—1], z =wk.
Alors : f(2) = f (W) = f (wn)" = g (wn)" = g (wf) = g(2)
Conclusion. [f(w,) =g (w,)] <= [Vz € U,, f(2)=g(2)]
Remarque. Ceci signifie qu’un endomorphisme f du groupe U, est uniquement déterminé par
Uimage de w, (la premiére racine n-éme de lunité différente de 1). Il suffit de se donner f(wy,)

pour définir completement f; et deux morphismes de groupes prenant la méme valeur en w, sont
donc égaux.
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PARTIE 2 - LES CAS n=4 ET n=2>5

4/ Le groupe Aut(U,).
Dans cette question, pour tout k € [ 0,3 ], on note f; 'endomorphisme de Uy défini en posant fi (i) = i
a/ Etablir que Im(f3) = Uy. En déduire que f3 € Aut(Uy).
On a:
Im(fy) = fy (Ug) = {12, (—1)%, (<)} = {1, i, —1,i} = Uy

On en déduit que f3 : Uy — Uy est surjectif. Puisque I’ensemble de définition et ’ensemble d’arrivée
de f3 sont finis et de méme cardinal, on en déduit que f3 est bijective.

En résumé, f3 est un endomorphisme de Uy bijectif.
Conclusion. f; € Aut(Uys) (f3; est un automorphisme de Uy).
b/ Etablir que Im(f3) = Us. En déduire que fo ¢ Aut(Uy).
On a :
Im(fo) = f2(Uy) = {12,i%,(=1)2, (-i)*} = {1, -1} = U,
On en déduit que fo : Uy — Uy n’est pas surjectif, donc n’est pas bijectif, donc n’est pas un
automorphisme.

Conclusion. Im(f;) = Uy d’ou fo ¢ Aut(Uy).

Remarque : on peut en déduire que le groupe Aut (Uy) est de cardinal 2, car il ne contient que
J1=idy,, et f3.
5/ Le groupe Aut(Us).
Dans cette question, on note ws = e#7/5
défini en posant gy (ws) = wE.

, et pour tout k €[ 0,4 ], on note gy I’endomorphisme de Us

a/ Déterminer le noyau de go. En déduire que gy ¢ Aut(Us).
Par définition : Vz € Us, go(z) = 2° = 1. 1l s’ensuit que ker gy = Us.
Puisque ker gg # {1}, 'endomorphisme gy n’est pas injectif, donc n’est pas bijectif.
Conclusion. ker gy = Us d’out gg ¢ Aut(Us).
b/ Justifier que : 92093 =idy, = g3 0 ¢o
On a:

De méme :
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Ainsi : (g3 0 g2) (ws) = idy, (ws) = (g2 © g3) (ws)
D’apreés la question 3-b : go 0 g3 = idy, = g3 0 go. Conclusion. g; 0 g3 = idy, = g3 0 g»

¢/ Justifier que g4 est une involution.

On a: (gs094) (ws) = g4 (wi) = wib = w5 (puisque w'® = 1)

D’apreés la question 3-b : g4 0 g4 = idy,. Conclusion. g, est une involution.
d/ En déduire que le groupe Aut (Us) est de cardinal 4, et qu’il est abélien.

D’aprés ce qui précéde, go et g3 sont des automorphismes de Us (et ils sont réciproques l'un de

l'autre), de méme que g4 (qui est une involution). De plus ¢g; = idy, est naturellement une involution
de U5.

Le dernier endomorphisme de Us est g, qui n’est pas un endomorphisme (il est constant égal a 1
selon la question 5-a).

On en déduit que : Aut (Us) = {g1, 92, g3, 94} En particulier le groupe Aut (Us) est de cardinal 4, et
il est donc abélien (puisque tout groupe de cardinal < 5 lest).

Conclusion. Le groupe Aut (Us) est de cardinal 4, donc abélien.

PARTIE 3 - ARITHMETIQUE DES AUTOMORPHISMES DE U,

2im/n (

Dans cette partie, on note w, = e ou n désigne un entier naturel > 2).

14

n

Soit £ €[ 1,n — 1 ]. On note hy 'endomorphisme de U,, défini en posant :  hy (w,) = w
On peut alors observer que : Im (hy) = {wke kelO,n—1 ]]}

6/ Soit N un entier naturel. Etablir que :

[wh = 1] <= [n divise N]

Supposons que w? = 1. Selon le théoréme de la division euclidienne :
d(¢,r)€ Z*>, N=ng+retre[0,n—1]

Ainsi : wlY = Wt = (W) wr.
1
Or par hypothése w? =1, d’ot1 : w” = 1. D’ott : 7 = 0. Il s’ensuit que n|N.

Ainsi : [w) = 1] = [n divise N]

n
Réciproque immeédiate.

Conclusion. [w) = 1] <= [n divise N]

n
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7/

8/

9/

Etablir que :

nAl=1] = [Card{w! ke[0,n—1]} =n]

n

Supposons que n A ¢ = 1.

Par 'absurde, supposons que Card {wff, kEe[0,n—1 ]]} < n.
Il existe alors deux entiers k < m dans [ 0,n — 1] tels que w* = w™".
Par conséquent : w,&mfk)e = 1. D’apreés la question précédente, on en déduit que : n|(m — k). Or ceci est

absurde puisque m — k est compris entre 1 et n — 1.
I s’ensuit que : Card {w}f’, k €[ 0,n — 1]} =n.
Conclusion. [n A ¢ = 1] = [Card {w}, k €[ 0,n — 1]} =n]
Etablir que :
AL =1] <= [h € Aut(U,)]

Supposons que n A £ = 1. D’aprés la question précédente :

Card (he (U,)) = Card {wk, k €[0,n—1]} =n
Il s’ensuit que hy (U,,) est une partie de cardinal n de U,,. Donc : hy (U,,) = U,.

Ceci signifie que hy est surjectif; puisque son ensemble de départ et d’arrivée sont finis et de méme
cardinal, 'endomorphisme h, est bijectif.

Ainsi : [n Al = 1] = [hy € Aut(U,)]
Réciproquement, supposons que h, € Aut(U,).
Par I’absurde, supposons que n A ¢ # 1. Alors il existe trois entiers d, n’ et ¢/ dans [ 2,n — 1] tels que :
n=dn et (=dl
On observe alors judicieusement que :
he (wi') = wi't = W@ = wnt = (i) =1
On en déduit que : w” € kerhy. Or w” # 1 (puisque n’ € [2,n —1]).

Par suite : ker hy # {1}. Donc hy n’est pas injectif, donc n’est pas un automorphisme de U, ce qui
contredit I’hypothése initiale.

Ainsi : [n Al = 1] <= [hy € Aut(U,,)]
Conclusion. [n A ¢ = 1] < [hy € Aut(U,)]

Soit p un nombre premier. Etablir que : Card (Aut (U,)) =p—1

D’aprés la question précédente, il existe autant d’automrphismes de U, que d’entiers de [ 1,p — 1 ]
premiers avec p. Or, puisque p est premier, tous les entiers de [ 1,p — 1 | sont premiers avec p.

Conclusion. Card (Aut (U,)) =p—1 (et Aut(U,) ={hsy, L€[L,p—1]})
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10/ Soient p un nombre premier, et o € N*. Etablir que : Card (Aut (Upe)) = p* — p* !

D’aprés la question 8, il existe autant d’automorphismes de U,e que d’entiers de [ 1,p* — 1 | premiers
avec p.

Pour déterminer le nombre d’entiers de [ 1,p® — 1 | premiers avec p, on peut déterminer le nombre
d’entiers de [ 1,p* — 1] qui ne sont pas premiers avec p.

Soit m un entier de [ 1,p* — 1 ] non premier avec p. Alors (p € &) p divise m. Autrement écrit :
mAp#1<=pm

Il suffit donc de compter le nombre de multiples de p compris entre 1 et p* — 1. Pour des raisons qu’il
serait superfétatoire de détailler, il en existe exactement p®~! — 1.

Par conséquent, il existe exactement (p®~! — 1) entiers dans [ 1,p* — 1 | non premiers avec p.
Donc il existe exactement

1= (" = 1) =p*—p*!
entiers dans [ 1,p® — 1 | premiers avec p.

Conclusion. Card (Aut (Uy)) = p* — p*~* (et : Aut (Upe) = {hy, £ €[ 1,p* — 1] \pZ})

Remarque. Par exemple : Aut (Ug) = Aut (Us2) = {hq, ho, hy, hs, h7, hg}
et Aut (U25) = {h17h27 hs, ha, he, 7, hg, hg, ha1, haig, iz, hia, hag, haz, hug, hag, hot, hag, has, h24}



