Lycée Jean Bart — MPSI — 22 mars 2024

EXERCICES 20 — ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES
(ALGEBRE LINEAIRE 1)

|STABILITE PAR SOMME, ET PAR MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE

EXERCICE 1. — Déterminer si chacune des parties suivantes est stable par somme, et par multiplication par
un scalaire. *

1/ L’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3.

2/ L’ensemble des polynémes de degré pair.

3/ L’ensemble des polynomes admettant 2 et 3 comme racines.

4/ Les polynomes de R[X] représentant une fonction croissante sur R.
5/ L’ensemble des polynémes irréductibles dans K[X].

6/ L’ensemble des polynomes admettant 1 comme racine de multiplicité au moins 4.

EXERCICE 2. — Dans chacun des cas suivants, I désigne une partie de €°(R,R) : on demande de déterminer
si F' est stable par somme, et/ou stable par multiplication par un scalaire. T

1/ F =% (R,R).
2/ F={fe€ ¢ R,R), Vo€ R, f(z) >0} (F désigne ici 'ensemble des fonctions continues et positives sur R).

1

3/ F = {f € ¢°(R,R), / flz)dz = O} (F désigne ici Pensemble des fonctions continues sur R, et d’intégrale
0

nulle sur [0, 1]).

4/ F = {f € €X(R,R), f"—3f +2f = 0} (F désigne ici 'ensemble des fonctions de classe €2 sur R, solutions

de I’équation différentielle " — 3y’ + 2y = 0).

EXERCICE 3. — Dans chacun des cas suivants, F' désigne une partie de Ma(R) : on demande de déterminer si
F est stable par somme, et/ou stable par multiplication par un scalaire.

1/ F =T (R) (ensemble des matrices triangulaires supérieures de My(R)).

2/ F = S3(R) (Pensemble des matrices symétriques de Ma(R)).

3/ F={M € My(R), tr(M) = 0} (I’ensemble des matrices de M3(R) ayant une trace nulle).

4/ F ={M € My(R), det(M) = 0} (I’ensemble des matrices de Ms(R) ayant un déterminant nul).

EXERCICE 4. — Dans chacun des cas suivants, F' désigne une partie de RY : on demande de déterminer si F
est stable par somme, et/ou stable par multiplication par un scalaire.

1/ F : la partie de RY constituée des suites croissantes.
2/ F : la partie de RY constituée des suites convergentes.
3/ F : la partie de RY constituée des suites convergentes et de limite égale a 1.

4/ F :la partie de RY constituée des suites périodiques de RY A

| SOUS-ESPACES VECTORIELS |

EXERCICE 5. — (Sous-espaces vectoriels du R-espace vectoriel ¢°(R,R))

On pose E = ¢°(R,R) (espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs dans R). Les sous-ensembles
suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de F ?

1) A={f€E, VxR, f(z) > 0}
2/ B=%3(R,R)
3/ C={f€E, fdérivable sur Ret f'(1) =0}

4/ D:{feE,/_lf(x)dxzo}

. 1:ouietoui /2:nonetnon/3:ouietoui/4:ouietnon/5:nonetnon/6:ouietoui
t. Les définitions de “stable par...” sont analogues a celles introduites dans le cadre des polynémes.
1. On dit qu’une suite réelle (un) est périodique s’il existe un entier naturel non nul N tel que : Vn € N, uptnN = up.
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EXERCICE 6. — (Sous-espaces vectoriels du C-espace vectoriel des polynémes C [X])
Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de C [X]?

1/ L’ensemble A des polynomes de degré < 3. 3/ L’ensemble C' des polynomes unitaires. $

4/ L’ensemble D des polynomes P a coefficients imagi-
2/ L’ensemble B des polynomes de degré exactement 3. naires purs.
EXERCICE 7. — (Sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel R?) Montrer que :

F={(z,y,2) €R® /x+y—t=0} est un sev de R®

EXERCICE 8. — (Sous-espaces vectoriels).(*) Montrer que ensemble des fonctions & support borné (ie
nulles en-dehors d’un intervalle fermé borné) constitue un sev de RE.
EXERCICE 9. — (Sous-espaces vectoriels).(*) Soient F et G deux sev d’un méme K-espace vectoriel E.

Montrer que F NG est un sev de E.

EXERCICE 10. — (Sous-espaces Vectoriels).(*) Soient F' et G deux sev d’'un méme K-espace vectoriel E.

Montrer que :

[FUG est unsevde E|] < [FCGouGC F]

EXERCICE 11. — (SEV). Dans Mz(R), on considére la partie F' contituée des matrices de déterminant nul.
F est-il un sev de My(R) ?

EXERCICE 12. — (Commutant d’une matrice). Soit A € M,, (K).

On note F' le commutant de la matrice A, cad 'ensemble des matrices M € M, (K) qui commutent avec A, soit
encore :

F={MeM,(K), MA=AM}
Montrer que F est un sev de M, (K).

FAMILLES GENERATRICES |

EXERCICE 13. — (Familles génératrices). Montrer que Uensemble F = {(a + 2b,b,a — b) | (a,b) € R*} est
un sous-espace vectoriel de R, et en déterminer une famille génératrice.

EXERCICE 14. — (Familles génératrices). Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels
et en déterminer une famille génératrice :

1/ F={(z,y,2) € R¥|z—2y+32 =0} 4/ La partie F de RN constituée des suites (u,,) telles
que : Vn € N, upt9 = uy
2/ F={P eRy{X]|P(0) =0} 5/ L’ensemble F' des matrices triangulaires supé-
rieures de Ma(R).
3/ La partie F' de €*(R,R) constituées des solutions 6/ L’ensemble F des matrices de M3(R) de trace
de I'équation différentielle : y” —4y =0 nulle.
1
EXERCICE 15. — Dans R3[X], on considére la partie F' constituée des polynomes P tels que : / P(t) dt =0.
-1

Montrer que F est un sev de R3[X], et en déterminer une famille génératrice.

EXERCICE 16. — Déterminer une famille génératrice du sev de €2 (R,R) des fonctions f telles que : f” =
2f" —2f.
EXERCICE 17. — Montrer que F = {(2,9,2) ER3 |z +y+2=0 et 2z —y+ 32z =0} est un sev de R?,

et en déterminer une famille génératrice.

§. Un polynéme est dit unitaire lorsque son coefficient dominant vaut 1.
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EXERCICE 18. — Soient ¥ et v deux vecteurs d'un K-ev E. Montrer que :
Vect (4 — 0, W + 0) = Vect (U, )

EXERCICE 19. — Dans E = My(R), on considére la partie F' constituée des matrices dont la somme des
coeflicients de la premieére ligne est nulle.

Montrer que F' est un sev de E, et en déterminer une famille génératrice.
EXERCICE 20. — (Sev de Ry[X], famille génératrice). Dans R4[X], on considére la partie :
F = {P € R4[X]| 2 est racine de P de multiplicité au moins 3}

Montrer que F' est un sev de R4[X], et en déterminer une famille génératrice.

APPLICATIONS LINEAIRES |

EXERCICE 21. — (Applications linéaires) Les applications suivantes sont-elles R—linéaires ?
Yy g B R 5 g RIXI — RIX]
Vo) — (wyay) P (1+XP)PI+XP
0
2 (xy) — 42 4 f — / f(x)dz
0
EXERCICE 22. — (Application linéaire et commutant). Soit A € M, (K).

On considére 'application :
M, (K) —M, (K)

Mr——> MA—- AM

1/ Montrer que l'application f est linéaire. 2/En déduire que le commutant de A est un sev de M,, (K).
EXERCICE 23. — (Application linéaire). On considére 'application :
[ Ro[X] Ra[X]

P—m P X%pP"
1/ Montrer que l'application f est linéaire. 2/ Déterminer le noyau et 'image de f.

EXERCICE 24. — (Application linéaire). Dans cet exercice, on note £ = ¢*°(R,R), et w € R7.
On considére 'application :

B E

y|—>y// +w2y

1/ Montrer que lapplication f est linéaire. 2/ Déterminer le noyau de f.
EXERCICE 25. — (Application linéaire). On considére application :
[ M (K) M (K)

Mr———m M- 'M

1/ Montrer que Uapplication f est linéaire. 2/ Déterminer le noyau de f.

3/ On note A3(K) la partie de My (K) constituée des matrices antisymétriques. Montrer que A3 (K) = Vect(A), ou
A est une matrice que I'on explicitera.

4/ Montrer que im f = Ay(K).

Indication. On pourra exploiter le fait que Ma(K) = Vect(E11, E12, Fa1, E22)
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EXERCICE 26. — (Noyau d’une application linéaire et équation différentielle linéaire). On considére
I’application :

¢ : €% (R,R) %° (R,R)

fr————— " 6f +9f

1/ Montrer que I’application ¢ est linéaire. 2/ Déterminer le noyau de ¢.
EXERCICE 27. — (Noyau d’une application linéaire et suite récurrente linéaire). On considére l'ap-
plication :

o : RN RN

(un)n — (un+2 + Up41 + un)n

1/ Montrer que Papplication ¢ est linéaire. 2/ Déterminer le noyau de .
EXERCICE 28. — (Noyau d’une application linéaire et équation polynomiale). On considére I’applica-
tion :

¢ : Ks[X] Ks[X]

P—— P (X+1)P

1/ Montrer que Papplication ¢ est linéaire. 2/ Déterminer le noyau et I'image de .

EXERCICE 29. — Soient E un K-ev, et (f,g) € Z(E)?. On suppose que fo g = 02 k)

Montrer que Im(g) C ker(f).

EXERCICE 30. — (Les 3 méthodes). On dispose (pour Iinstant) de trois méthodes pour établir qu'une
partie F' est un sous-espace vectoriel d'un K-ev E :

— la méthode “(SEV1), (SEV2), (SEV3)”;
— la méthode “Vect” : on prouve que F = Vect(F), avec Z une famille de vecteurs de F;
— la méthode “ker” : on prouve que F' = ker f, oil f est une certaine application linéaire.
On appelle M1, M2 et M3 ces trois méthodes permettant de prouver qu'une partie est un sev d’un ev donné.

Dans chacune des questions suivantes, indiquer quelle(s) méthode(s) vous semble(nt) adaptée(s) pour parvenir au
résultat ; puis traiter la question.

1/ Etablir que I'ensemble des fonctions dérivables sur R est un sev de €°(R, R).
2/ Etablir que ’ensemble des matrices antisymétriques est un sev de M, (K).

3/ Etablir que I'ensemble des polynémes de Ks5[X] divisibles par X3 est un sev de K5[X], et en déterminer une
famille génératrice.

4/ Etablir que I'ensemble des suites géométriques de raison 2 est un sev de RY.

EXERCICE 31. — (Matrice d’une application linéaire). On pose A = ( 1 _11 )

Montrer que ’application

@ K2 K?

X—AX

est un automorphisme de K2 (cad linéaire et bijective).
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EXERCICE 32. — (Matrice d’une application linéaire’). Soit A € M, (K).
On considére 'application

p: K"? K"

X—> AX

A quelle condition nécessaire et suffisante sur la matrice A 'application ¢ est-elle un automorphisme de K™ ?

EXERCICE 33. — (“Basique”). On considére I'application (on admet que f est linéaire) :

f:R3 R?

(z,y,2) ——>=(z —y,y + 2)
1/ Déterminer ker f et imf. 2/ L’application f est-elle injective ? Surjective ?
EXERCICE 34. — (Conjugaison). Soit P € GL,(K) (avec n € N*). Montrer que l'application :
¢ : My (K) ——— M, (K)
Ar———— > P 'AP

est un automorphisme de M,, (K).

EXERCICE 35. — (Isomorphisme). On considére 'application (on admet que ¢ est linéaire) :

v Ko[X] K3
Pi—————(P(0), P(1), P'(0))

1/ Déterminer ker ¢. Que peut-on en déduire pour ¢ ?
2/ Surjectivité de .

a/ Justifier brievement que : imp = Vect (¢(1), o(X), ¢(X?))

b/ Montrer que la famille {¢(1),(X),¢(X?)} est une famille génératrice de K?, c’est a dire que pour tout

V= (21,10, 23) € K3, il existe (a1, az,a3) € K? tel que :
arp(1) + azp(X) + asp(X?) = (1,22, 73)
¢/ En déduire que ¢ est un isomorphisme de K[X] dans K3.

3/ Surjectivité de ¢, le retour.

a/ Déterminer trois polynémes Py, P», Ps tels que :

— Py, Py, P; sont dans Ky[X]

— o(P1) =(1,0,0); @(P2) =(0,1,0); »(P3)=1(0,0,1)
b/ Conclure.

EXERCICE 36. — (Transport d’une famille génératrice, TRES IMPORTANT).
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, ¢ un isomorphisme de E dans F', et . = {v_f, . ,v_n)} (avec n € N*) une

famille génératrice de E.

Montrer que ¢ (Z) = {¢(v1),...,¢ (o)} est une famille génératrice de F. 1
EXERCICE 37. — (Application linéaire). On considére 'application

f : MQ(K) _— MQ(K)
A s A—t2(A)y

1/ Montrer que f est un endomorphisme de My (K).

2/ Déterminer le noyau et 'image de f. L’endomorphisme f est-il un automorphisme de My (K) ?

€. Si possible en 3 lignes (en tous les cas, cela peut se faire en 3 lignes, 4 si vous comptez celle de la conclusion).
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| SEV SUPPLEMENTAIRES ET PROJECTIONS|

EXERCICE 39. — (Somme de sev). Soient E un K-ev, F et G deux sev de E.

On définit la somme des sev F' et G et on note F'+ G la partie de E constituée des vecteurs de E pouvant s’écrire
comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G, soit :

F+G={7eE, 3(?,7)€F><G, 7:?+?}

Montrer que F' + G est un sev de E.

EXERCICE 40. — (Somme de sev 2). Soient F un K-ev, et SR TR I S 17; (n+p) vecteurs de E avec
n et p dans N*. Montrer que :

Vect(v_1>7...,z)_n>) —|—Vect(171>7...,u_)>p) = Vect(v_1>,...,11_n>7w1,...,17,,>)
EXERCICE 41. — (Sev supplémentaires dans R?). Soient F = {(z,y,2) € R®|z+y —2 =0} et G =

Vect ((1,1,1)). Montrer que R3 = F & G.

EXERCICE 42. — (Sev supplémentaires dans K;[X]). Dans E = K3[X], on considére F' le sev des poly-
nomes de E qui s’annulent en 0, et G = Vect (X + 1). Montrer que : E=F & G

EXERCICE 43. — (Sev supplémentaires dans M3(R)). Dans E = M3(R), on considére F le sev des
matrices de E dont la somme des coefficients est nulle, et G = Vect (I3). Montrer que : E=F & G

EXERCICE 44. — (Sev supplémentaires dans % ([0;7],R)).

Soit E = € ([0;7],R). On considére les deux sev de E suivants :
™

F = Vect (cos, sin) et G= {f € E, fO)=f (5) = O}.

Montrer que F' et GG sont supplémentaires dans E.

EXERCICE 45. — (Supplémentaires et projection). On considére le R-ev E = % ([0;1] ,R) des fonctions
continues sur [0;1] et a valeurs réelles. Dans FE, on considére le sev F' des fonctions constantes et G le sev des
fonctions continues et d’intégrale nulle sur [0;1].

1/ Aprés vous étre convaincu que F et G sont effectivement des sev de F, établir que F' et G sont supplémentaires
dans F.

2/ Déterminer le projeté de la fonction carrée (z — 2?) sur G parallélement a F.

EXERCICE 46. — (Sev supplémentaires et projection).

Dans cet exercice, E désigne le K-espace vectoriel Ko[X], avec K =R ou C.

1/ Dans E on considére F = Vect (X2 4+ X + 1, 5X +2), et G = Vect(X? — X).
On powrra noter P, = X2 4+ X +1; P, =5X +2; ;= X? - X.
Etablir que : E=FAG.

2/ Déterminer le projeté de X sur F' parallélement a G.

EXERCICE 47. — (Sev supplémentaires et projection, bis).
Dans cet exercice, E désigne le R-espace vectoriel Ma(R).

Dans E, on considére F' = Vect (Eq1), et G la partie de M3(R) des matrices dont la somme des coefficients est
nulle.

1/ Etablir que G est un sev de M3(R), et en déterminer une famille génératrice.
2/ Etablir que : E=FQG.

3/ Déterminer le projeté de la matrice Iy sur F' parallélement & G ; puis 'image de Iy par la symétrie par rapport
a F parallélement a G.



