Lycée Jean Bart — MPSI — 21 mars 2024

EXERCICES 20 — ESPACES VECTORIELS ET
APPLICATIONS LINEAIRES

STABILITE PAR SOMME, ET PAR MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE

EXERCICE 1. — Déterminer si chacune des parties suivantes est stable par somme, et par multiplication
par un scalaire.

1/ L’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a 3.

Soient P et () deux polyndémes de degré < 3.

Puisque deg(P + @) < max (deg(P), deg(Q)), on a : deg(P + Q) < 3.

Donc I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & 3 est stable par somme.

Par ailleurs, si A désigne un scalaire quelconque, alors : deg(AP) = deg(P) si A # 0, et deg(AP) = —o0 si
A=0.

Dans les deux cas, si P est de degré < 3, alors deg(AP) < 3.

Donc l'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 3 est stable par multiplication par un
scalaire.

2/ L’ensemble des polynomes de degré pair.

[’exemple donné en illustration donne la réponse a cette question : les polynémes P = X2+ X et Q = —X?
sont de degré pair, mais leur somme P + ) = X ne l'est pas.

Donc I'ensemble des polyndémes de degré pair n’est pas stable par somme.

Par ailleurs le polynome P = X* est de degré pair, mais 0 x P ne l'est pas (son degré est —oo).
Donc I'ensemble des polynémes de degré pair n’est pas stable par multiplication par un scalaire.

3/ L’ensemble des polynoémes admettant 2 et 3 comme racines.
Soient P et () deux polyndmes & coefficients dans K qui admettant 2 et 3 comme racines.
Alors :
(P+Q)(2)=P(2)+Q(2) dou: (P+ Q)(2) = 0 puisque P(2) = Q(2) = 0 par hypothése.
De méme : (P + Q)(3) = 0 puisque P(3) = Q(3) = 0 par hypothese.
Donc P + @ est un polynéme admettant 2 et 3 comme racines.

Donc I'ensemble des polyndémes admettant 2 et 3 comme racines est stable par somme.

Par ailleurs si P admet 2 et 3 comme racines, alors pour tout scalaire A € K on a :

(AP)(2) = AP(2) =0 et  (AP)(3)=AP(3) =0
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Donc AP est un polyndéme admettant 2 et 3 comme racines.

Donc I’ensemble des polynémes admettant 2 et 3 comme racines est stable par multiplication par un
scalaire.

4/ Les polynomes de R[X] représentant une fonction croissante sur R.
Soient P et ) deux polynéomes de R[X] représentant deux fonctions croissantes sur R.

Alors P + @ est un polynéme de R[X] représentant une fonction croissante sur R, car la somme de deux
fonctions croissantes sur R 'est également.

Donc I'ensemble des polynomes de R[X] représentant une fonction croissante sur R est stable par somme.

En revanche, le polynome P = X3 représente une fonction croissante sur R; mais (—1) x P = —X? est
un polynoéme représentant une fonction décroissante sur R

Donc 'ensemble des polyndomes de R[X]| représentant une fonction croissante sur R n’est pas stable par
multiplication par un scalaire.

5/ L’ensemble des polynomes irréductibles dans K[X].
Les polynéomes P = X et ) = —X + 1 sont irréductibles dans K[X] (ce sont des polynomes de degré 1).

Mais P + @ = 1 n’est pas irréductible dans K[X] (puisque par définition, un polynéme irréductible est non
constant).

Donc 'ensemble des polynomes irréductibles dans K[X| n’est pas stable par somme.

Par ailleurs P = X est irréductible dans K[X], mais 0 x P ne ’est pas.

Donc I'ensemble des polynomes irréductibles dans K[X] n’est pas stable par multiplication par un
scalaire.

6/ L’ensemble des polynomes admettant 1 comme racine de multiplicité au moins 4.

Soient P et () deux polynomes admettant 1 comme racine de multiplicité au moins 4.

Ceci signifie, par définition que (X — 1)* divise P et Q.

Donc : (X — 1)* divise P + Q. Ce qui signifie que P + @Q admet 1 comme racine de multiplicité au moins 4.

Donc I'ensemble des polynomes admettant 1 comme racine de multiplicité au moins 4 est stable par
somme.

Par ailleurs, si (X — 1)* divise P, alors (X — 1)* divise AP pour tout scalaire \.

Donc I'ensemble des polynomes admettant 1 comme racine de multiplicité au moins 4 est stable par
multiplication par un scalaire.
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EXERCICE 2. — Dans chacun des cas suivants, F' désigne une partie de ¢°(R,R) : on demande de
déterminer si F' est stable par somme, et/ou stable par multiplication par un scalaire.

1/ F=%*R,R).
D’apreés les théorémes généraux, si f et g sont de classe € sur R, alors f + ¢ est de classe € sur R.
Donc 'ensemble °(R,R) est stable par somme.

D’aprés les théoréemes généraux, si f est une fonction de classe € sur R, et A est un réel, alors Af est
de classe € sur R.

Donc I'ensemble €°(R, R) est stable par multiplication par un scalaire.
2/ F={fe ¢ R,R), Vr € R, f(x) >0} (F désigne ici 'ensemble des fonctions continues et positives
sur R).

Si f et g appartiennent & F', alors f + ¢ est une fonction continue (car f et g le sont) et positive (car f et
g le sont) sur R; donc f + g appartient a F'.

Donc ’ensemble F' est stable par somme.
La fonction exp appartient & F', mais la fonction (—1) x exp n’y appartient pas.
Donc I'ensemble F' n’est pas stable par multiplication par un scalaire.

1
3/ F=<f¢e ¢ (R R), / f(z)dz = 0} (F désigne ici 'ensemble des fonctions continues sur R, et d’in-
0

tégrale nulle sur [0, 1]).
Soient f et g deux fonctions de F'. Alors f + g est continue sur R (car f et g le sont) et :

/Ul(f+g)(x)dm:/Olf(:v)+g(x)dx:\/Olf(x)dl‘—f—/olg(x)dx:()

J/

WV Vv
=0 car feF =0 car g F

(la premiére égalité provenant de la définition de f+ g, la seconde de la linéarité de 'intégrale, et la derniére
de ’hypothése suivant laquelle f et g appartiennent a F').

1

En résumé : (f +g) € €° (R, R) et / (f+9g)(x)de =0. Donc : (f+g) € F.
0

Donc ’ensemble F' est stable par somme.

Soient f une fonction de F, et A € R. Alors A\f est continue sur R (car f l'est) et :

/Ol(Af)(:B)d:B:/Olkf(a:)dx:)\/olf(x)dxzo
<

=0 car fe F

(la premiére égalité provenant de la définition de \f, la seconde de la linéarité de I'intégrale, et la derniére
de ’hypothése suivant laquelle f appartient a F').

En résumé : (A\f) € €°(R,R) et /I(Af)(x) dz = 0. Donc : (Af) € F.
0

Donc I'ensemble F' est stable par multiplication par un scalaire.
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4/ F = {f € ¢*(R,R), f/—3f +2f =0} (F désigne ici 'ensemble des fonctions de classe ¢ sur R,
solutions de I’équation différentielle y” — 3y’ + 2y = 0).

Soient f et g deux fonctions de F. Alors (f + g) est de classe €2 sur R (car f et g le sont).
En outre, par linéarité de la dérivation :

(f+9)"=3(f+9) +2(f+9) = ["+¢" =3[ =3¢ +2f +2g
Donc :

(f+9)"=3(f+9)+2(f+g)=f"=3f+2f+¢" =3¢ +2g

Vv Ve
=0 car fe F =0 car ge F'

Finalement : (f +¢)”" —3(f+¢) +2(f +g) =0.
En résumé : (f +g) € €*(R,R) et (f +9)" —3(f +g) +2(f+g) =0. Donc (f +g) € F.
Donc I'ensemble F' est stable par somme.
Soient f une fonction de F, et A un réel. Alors (Af) est de classe €2 sur R (car f lest).
En outre, par linéarité de la dérivation :
(Af)" = 3A) +2(Af) = Af" = 3Af + 2\ f
Donc :

(AS)" =3Af) +2(Mf) = A(J" = 3" +2f)

" S

—0 car fe F
Finalement : (Af)” — 3(Af) 4+ 2(A\f) = 0.
En résumé : (A\f) € €*(R,R) et (A\f)" —3(Af) +2(Af) =0. Donc \f € F.
Donc 'ensemble F' est stable par multiplication par un scalaire.

EXERCICE 3. — Dans chacun des cas suivants, F' désigne une partie de My(R) : on demande de déterminer
si F' est stable par somme, et/ou stable par multiplication par un scalaire.

1/ F = T3 (R) (I'ensemble des matrices triangulaires supérieures de My(R)).

On a déja établi cette année que la somme de deux matrices triangulaires supérieures I'est encore; et il est
immédiat que si A est triangulaire supérieure, alors AA I'est aussi pour tout réel \.

Donc : Ty (R) est stable par somme et par multiplication par un scalaire.
2/ F = S3(R) (I'ensemble des matrices symétriques de Ma(R)).

Soient A et B dans Ma(R), symétriques. Alors : A = A et ‘B = B.
Or:"(A+ B) =" A+ 'B (par linéarité de la transposition).
Donc {(A+ B) = A+ B. Donc A + B est symétrique.

Donc : S3(R) est stable par somme.

La linéarité de la transposition permet également de prouver que : S3(R) est stable par multiplication
par un scalaire.

3/ F={M € My(R), tr(M) =0} (I'ensemble des matrices de My(R) ayant une trace nulle).
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Soient A et B dans My(R), de trace nulle.

On a: tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) (par linéarité de la trace).

Donc tr(A + B) = 0. Donc A + B est de trace nulle.

Donc l'ensemble F' des matrices de My(R) de trace nulle est stable par somme.

La linéarité de la trace permet également de prouver que F' est stable par multiplication par un
scalaire.

4/ F = {M € My(R), det(M) =0} ('ensemble des matrices de My(R) ayant un déterminant nul).

Les matrices A = ( (1) 8 ) et B = ( 8 (1) ) appartiennent a F'.

Mais A + B = I, n’appartient pas a F.

Donc I'ensemble F' des matrices de My(R) de déterminant nul n’est pas stable par somme.
En revanche, pour toute matrice A € My(R) et pour tout réel A on a : det(AA) = A\* det(A).

Il s’ensuit que : det(A) =0 =V € R, det(\A) = 0.

On en déduit F' est stable par multiplication par un scalaire.

EXERCICE 4. — Dans chacun des cas suivants, F' désigne une partie de RY : on demande de déterminer
si I est stable par somme, et/ou stable par multiplication par un scalaire.

1/ F : la partie de RN constituée des suites croissantes.
F' est clairement stable par somme.

En revanche, la suite de terme général u,, = n est croissante, mais celle de terme général —2u,, = —2n ne
I’est pas.

Donc F' n’est pas stable par multiplication par un scalaire.

2/ F : la partie de RY constituée des suites convergentes.

I est clairement stable par somme et par multiplication par un scalaire.

3/ F : la partie de RY constituée des suites convergentes et de limite égale a 1.

I n’est clairement pas stable par somme, ni par multiplication par un scalaire.

4/ F : la partie de RN constituée des suites périodiques de RYN.*

Si la suite (u,,) est N-périodique, alors la suite (Au,) est N-périodique pour tout scalaire A.
Donc F' est stable par multiplication par un scalaire.

Si les suites (u,) et (v,) sont N-périodiques et M-périodiques respectivement, alors la suite (u, + v,) est
(N V M)-périodique.
Donc F' est stable par somme.

*. On dit qu’une suite réelle (u,) est périodique s’il existe un entier naturel non nul N tel que : Vn € N, u,yn = up.
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| SOUS-ESPACES VECTORIELS |

EXERCICE 5. — (Sous-espaces vectoriels du R-espace vectoriel €°(R,R))

On pose E = ¢°(R,R) (espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs dans R). Les sous-ensembles
suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E 7

1/ A={f€E, Yz € R, f(z) >0}

La fonction exp appartient & A, mais — exp n’est pas dans A. Donc A n’est pas stable par combinaison
linéaire (ou par multiplication par un scalaire) ; la condition (SEV3) n’est pas satisfaite.

Conclusion. A n’est pas un sev de F.

2/ B =% (R,R)

3/

4/

Puisque toute fonction de classe € est en particulier continue, B est une partie de F (SEV1).
La fonction identiquement nulle est de classe € sur R. Donc 0 € B (SEV2).

D’aprés les théorémes généraux, B est stable par combinaison linéaire (SEV3).

Conclusion. B est un sev de E.

C={fe€FE, fdérivable sur Ret f'(1) =0}

C' est contenu dans E par définition (SEV1).

La fonction identiquement nulle sur R est trivialement dans C.

Si f et g sont dans C, alors pour tout couple de réels (A, u), la fonction \f + pug est dérivable sur R
d’aprés les théorémes généraux. En outre, par hypothése et linéarité de la dérivation : (Af + ug) (1) =0
(SEV3).

Conclusion. C' est un sev de E.

D:{fEE,/lf(x)dx:0}

D est contenu dans E par définition (SEV1).
La fonction identiquement nulle sur R est trivialement dans D.

Si f et g sont dans D, alors pour tout couple de réels (A, p), la fonction A\f + pg est continue sur R
1

d’aprés les théoréemes généraux. En outre, par hypothése et linéarité de l'intégrale : / A +upg =0
-1
(SEV3).

Conclusion. D est un sev de E.



MPSI — Espaces vectoriels et applications linéaires — 21 mars 2024 7

EXERCICE 6. — (Sous-espaces vectoriels du C-espace vectoriel des polynémes C[X])
Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de £ = C[X]?

1/ L’ensemble A des polynémes de degré < 3.
A est contenu dans E par définition (SEV1).
Le polynéme nul est trivialement dans A.

Si P et @ sont dans A, alors pour tout couple de complexes (A, i1), on a : deg(AP+u@Q)) < max(deg P,deg Q) <
3. Donc AP + u@ € A (SEV3).

Conclusion. A est un sev de E.

2/ L’ensemble B des polynémes de degré exactement 3.
0 ¢ B (la condition SEV2 n’est pas satisfaite).

Conclusion. B n’est pas un sev de F.

3/ L’ensemble C' des polynomes unitaires. '
0 ¢ C (la condition SEV2 n’est pas satisfaite).

Conclusion. (' n’est pas un sev de F.

4/ L’ensemble D des polynémes P a coefficients imaginaires purs.

iX € D mais i(iX) ¢ D. Donc D n’est pas stable par combinaison linéaire (la condition (SEV3) n’est
pas vérifiée).

Conclusion. D n’est pas un sev de E.

EXERCICE 7. — (Sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel R*) Montrer que :
F={(r,y,2) eR® /x+y— 2=0} est un sev de R?
F C R? par définition (SEV1).
Le vecteur ﬁR:a appartient évidemment a F' (SEV2).
Soient U = (r,y,2) et v = (2',y', 2") deux vecteurs de F', et A et pu deux réels.
Alors : N + p 0 = Az + pa!, Ny + iy, Az + p2').
Or :
Az +pr )+ Ay +py) — Nz +p2) =Xz +y—2)+u(@' +y —2)=0

~/

~~ D'
=0 =0

Donc : AU + ,u7 € F. Ce qui assure que F' est stable par combinaison linéaire (la condition SEV3 est
satisfaite).

Conclusion. F est un sev de R3.

1. Un polynome est dit unitaire lorsque son coefficient dominant vaut 1.
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EXERCICE 8. — (Sous-espaces vectoriels).*) | Montrer que l’ensemble des fonctions a support
borné (ie nulles en-dehors d’un intervalle fermé borné) constitue un sev de RE.

Notons F l’ensemble des fonctions & support borné. F' est contenu dans R¥, et la fonction nulle est a
support borné (SEV1 et 2). En outre, si f et g sont a support borné, il existe deux réels M; et My
tels que : supp(f) C [—My, My] et supp(g) C [—M,, Ms]. Alors pour tout couple de réels (A, ), on a :
supp(Af + pg) C [—Mjz, M3] en ayant posé Mz = max(M;, Ms). Donc \f + ug est a support borné : SEV3
est satisfaite.

Conclusion. L’ensemble des fonctions a support borné (ie nulles en-dehors d’un intervalle fermé borné)
constitue un sev de R®

EXERCICE 9. — (Sous-espaces vectoriels).*) Soient F et G deux sev d’un méme K-espace vectoriel
E.

Montrer que F'N G est un sev de E.

Preuve dans le pdf du cours.

EXERCICE 10. — (Sous-espaces vectoriels).®*)  Soient F et G deux sev d’un méme K-espace vectoriel
E.

Montrer que :
[FUG estunsevde E| <= [FCGouG CF|

Preuve dans le pdf du cours.

EXERCICE 11. — (SEV). Dans M»(R), on considére la partie F' contituée des matrices de déterminant
nul.

F est-il un sev de My(R) ?

Ey € F, Eyp € F,mais I, = Ej; + Fy ¢ F. Donc F n’est pas stable par somme.

Conclusion. F' n’est pas un sev de My(R).

EXERCICE 12. — (Commutant d’une matrice). Soit A € M, (K).

On note F' le commutant de la matrice A, cad I’ensemble des matrices M € M, (K) qui commutent avec A,
soit encore :

F={MeM,(K), MA=AM}
Montrer que F' est un sev de M, (K).
F est une partie de M, (K) par définition (SEV1); et il est clair que la matrice nulle Oy, k) appartient a F
(SEV2).

Montrons la stabilité de F' par combinaison linéaire. Soient M et N deux matrices de F', A et u deux
scalaires.

On a:
(AM + uN)A = AMA + uNA = NAM + pAN = A(AM + uN)



MPSI — Espaces vectoriels et applications linéaires — 21 mars 2024 9

(la premiére et la troisiéme égalité provenant de la distributivité du produit matriciel par rapport a la
somme; la seconde provenant de I'hypothése suivant laquelle M et N commutent avec A).

On en déduit que (AM + uN) € F. Ce qui assure que F est stable par combinaison linéaire (SEV3).

Conclusion. Le commutant de A, noté F' dans cet exo, est une partie de M,, (K) contenant Oy, k) et stable
par combinaison linéaire. A ce titre, F' est un sev de M, (K).

| FAMILLES GENERATRICES |

EXERCICE 13. — (Familles génératrices). Montrer que Uensemble F' = {(a + 2b,b,a — b) | (a,b) € R?*}
est un sous-espace vectoriel de R?, et en déterminer une famille génératrice.

Soit ¥ € R3. On a:

Ve Fe3(a,b)eR: U =(a+2bba—0b) <3 (a,b) eR: T =a(1,0,1)+b(2,1,-1)
Ainsi: U € F <= 7 € Vect((1,0,1),(2,1,—1)).
Conclusion. F' = Vect ((1,0,1), (2,1, —1)). En particulier, F' est un sev de R3.

Plus précisément, F est le sev engendré par les vecteurs @ = (1,0,1) et W = (2,1,—1). Puisque ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires, on peut affirmer (et nous justifierons dans le prochain chapitre) que F' est
un plan de R? (sev de R? de dimension 2), le plan engendré par les vecteurs o et w.

EXERCICE 14. — (Familles génératrices). Montrer que les ensembles suivants sont des espaces
vectoriels et en déterminer une famille génératrice :

1) F={(x,y,2) € R®|z — 2y + 32 =0}
Soit U = (z,y,2) € R3.
Ona: v e Fesr—2y+32=0<=a=2y—32<=3 (y,2) e R%, ¥ = (2y — 32,7y, 2)
— I (y,2) eR% ¥ =a(2,1,0)+b(=3,0,1)
Ainsi: 7 € F <= 7 € Vect((2,1,0),(=3,0,1)).
Conclusion. F' = Vect ((2,1,0),(—=3,0,1)). En particulier, F est un sev de R3.
Plus précisément, F est le sev engendré par les vecteurs 0 = (2,1,0) et W = (=3,0,1).
2/ F={PeR3[X]| P(0) =0}
Soit P € R3[X]. On a :

Pe F < 3a,bc)e R P=aX?+bX?+cX <= P € Vect(X3?, X2 X)

Conclusion. F' = Vect (X3, X2, X). En particulier, F est un sev de R3[X].

Plus précisément, F est le sev de R3[X] engendré par X, X? et X3.
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3/ La partie F' de ¢*(R,R) constituées des solutions de 'équation différentielle : 3" — 4y =0
Soit f € €*(R,R).

Ona: fe Fe3d(\p € R? Vze R, f(x)=Xe* + pe >

Dou: f € F <= f € Vect(g,h) en ayant noté g(z) = e* et h(z) = e 2,
Conclusion. F' = Vect (g, h). En particulier, F est un sev de ¢*(R,R).
Plus précisément, F est le sev de €%(R, R) engendré par g et h.

Puisque les deux fonctions g et h ne sont pas colinéaires (pas proportionnelles), on peut affirmer (et nous
justifierons dans le prochain chapitre) que F est un plan de ¢?(R,R) (sev de €*(R,R) de dimension 2),
le plan engendré par les fonctions g et h.

4/ La partie F' de RY constituée des suites (u,) telles que : Vn € N, w0 = u,
Soit (u,) € RN,
Ona: (u,) € F<=3d(\u) € R? Vne N, u, =+ pu(-1)"
Dot : (u,) € F <= (u,) € Vect((v,), (wy,)) en ayant noté v, = 1 et w, = (—1)".
Conclusion. F' = Vect ((v,), (w,)). En particulier, F' est un sev de RY.
Plus précisément, F est le sev de RY engendré par (v,) et (w,).

Puisque les deux suites (v,) et (w,) ne sont pas colinéaires (pas proportionnelles), on peut affirmer que
F est un plan dans 'espace vectoriel des suites RY, le plan engendré par les suites (v,) et (w,).

5/ L’ensemble F' des matrices triangulaires supérieures de My(R).
Soit M € My(R).
Ona: M e F <= 3(a,b,c) € R}, M = aFy + bEys + cEa.
Dou: M € F <= M € Vect (E11, E12, Eg).
Conclusion. F' = Vect (Ey1, F1s, E9s). En particulier, F' est un sev de My(R).

Plus précisément, F' est le sev de My(R) engendré par les matrices Fyq, Eia, et Eoo.

6/ L’ensemble F' des matrices de M3(R) de trace nulle.
Soit M € My(R).
Ona: Me F <= 3(a,b,c) € R®, M = a(E; — Ey) + bE15 + cEy.
Dou: M € F <= M € Vect (E11 — Ea, E12, Ea).
Conclusion. F' = Vect (Ey1 — Eag, E1a, E). En particulier, F' est un sev de My (R).

Plus précisément, I est le sev de My(R) engendré par les matrices Fy1 — Eao, E1o, Fo.
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EXERCICE 15. — (Familles génératrices). Dans R3[X], on considére la partie F' constituée des
1

polynomes P tels que : / P (t) dt =0.

-1

Montrer que F' est un sev de R3[X], et en déterminer une famille génératrice.

Soit P € R3[X] : J(a,b,c,d) € R, P=aX?®+0X?+cX +d.

1 1 3 1
bt
Ona: P¢€ F<:>/ at3+bt2+ct+ddt:0<:>/ bt2+ddt:O<:>2{?+dt} =0
—1 —1 0

2
<:>§b+2d:0<:>b:—3d

En résumé :

Pe F < J(a,c,d) € R} P=aX?—-3dX*+cX +d<= Ja,c,d) € R} P=aX?+d(l—-3X?)+cX

Par suite :

Pe F <<= P e Vect (X3 1—-3X%X)

Conclusion. F' = Vect (X?,1 —3X? X). En particulier F' est un sev de My(R), le sev engendré par les
polynomes X3, (1 — 3X?) et X.

EXERCICE 16. — (Familles génératrices). Déterminer une famille génératrice du sev de €2 (R, R)
des fonctions f telles que : f" =2f" — 2f.

Soit f € €*(R,R). On a :
fEF < f'—2f4+2f =0<=3(\,n) € R* Vz e R, f(z)=e"(\cos(z)+ psin(z))

Donc :

feEF— f'—2f+2f=0<=3(\,n) € R? Vz € R, f(x)= Ne"cos(z) + pe”sin(x)
Soit : f € F <= 3(\,n) € R? f = A\g+ puh (avec g(x) = e” cos(x) et h(x) = " sin(z)).
Finalement : f € F <= Vect(g,h).

Conclusion. F' = Vect (g, h). En particulier F' est un sev de €% (R, R), le sev engendré par les fonctions g
et h.
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y+ 3z =0} est un sev de R?, et en déterminer une famille génératrice.

. B 3 ) r+y+z2=0
Soit ¥ = (,,2) € R® On a : 76F<:}{2x—y+3220

Le systéeme comporte deux équations et trois inconnues. Le résoudre, c’est exprimer deux inconnues en
fonction de la derniére. Par exemple, on peut exprimer x et y en fonction de z. En avant :

{x+y+z:O <:>{x—|—y:—z <:>{x:—4z/3

2r —y+32=0 2r —y = -3z y=2z/3
—4 1 —4 1
Donc: v € Fe=3ze R, ¥ = ?z,g —3JzeR, ¥ =z 3 31.
. _4 1 . . 3 .
Conclusion. F' = EREL 1 ). En particulier F' est un sev de R”, le sev engendré par le vecteur U =

—4 1
—, =, 1.
33
Ceci signifie que I est une droite dans R?, la droite de I'espace ayant pour vecteur directeur le vecteur .

Interprétation géométrique. Les équations x +y+ 2 = 0 et 2z — y + 32 = 0 sont celles de deux plans de
I'espace usuel. Ces plans ne sont clairement pas paralléles, et ont un point commun (I'origine de I'espace).
Il s’ensuit que leur intersection est une droite, précisément la droite F' dont on a déterminé un vecteur
directeur dans les calculs précédents.

EXERCICE 18. — ) Soient @ et ¥ deux vecteurs d'un K-ev E. Montrer que :
Vect (0 — 0, d + ) = Vect (U, )

Montrons 1’égalité de I’énoncé par double inclusion.

» Etape 1 (C). Soit W € Vect (4 — U, 4 + 7).

Par définition : I\, p) € K2, W =A (W — V) +p (4 + 7)
Donc : W = A+ p) W« + (u—\) 7.

Donc : W € Vect (7, 7).

Ainsi : W € Vect (4 — 0,4 + V) = & € Vect (U, )

Par suite : Vect (7 — o, W + ¢/) C Vect (U, V) ()

» Etape 2 (D). Soit & € Vect (U, 7).
Par définition : I\, p) € K2, W =AU +p0

orzﬁ—%((7—7)+(7+7)) et7—%((7+7)—(7—7))
Donc;w:%((7-7)+(7+7))+§((7+7)—(7_7)).

DOHC:W:M_TM(W%-?)%-)\_TM(ﬁ—?)

Donc : W € Vect(7+7,7—7).
Ainsi : W € Veet (W, V) = w € Vect (U — U, U+ 7)
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Par suite : Vect (7 — o/, @ + o) D Vect (0, V) ()

Conclusion. D’aprés la régle de double inclusion, on déduit de (#) et (&) que :

Vect (7 — U, U+ 7) = Vect (7, 7)

Remarque. Cet exercice montre en particulier qu’il n’y a pas unicité de “la” famille génératrice d'un sev.

Autrement dit, un méme sev peut étre engendré par des familles différentes, comme dans le cas présent :
la famille {7, 7} est une famille génératrice de Vect (7, 7), et la famille {@ — ¥/, @ + ¥/} est une autre

famille génératrice de ce méme sev.

Avec un peu de recul, ceci généralise un fait que vous connaissiez déja depuis longtemps : dans le plan usuel,
(ie>ux V_e>cteurs non colinéaires suffisent a engendrer le plan, et ces deux vecteurs ne sont pas nécessairement

1 et g.

EXERCICE 19. — Dans £ = My(R), on considére la partie F' constituée des matrices dont la somme des
coefficients de la premiére ligne est nulle.

Montrer que F' est un sev de F, et en déterminer une famille génératrice.

smww;(i Z)EMQ(]R).
On a:
Me F<a+b=0<=b=—a (M)
Par suite :
M € F@H(a,c,d)eRi”,M:(z _da)
Donc :
1 -1 0 0 0 0
3 _
MEF(E)H(a,c,d)ER,M—a(O 0 )+c<1 0)+d(0 1)
Donc :

M € F <= M € Vect (E1; — Eia, Ea1, Eg9) (&)

Conclusion. F' = Vect (Ell — E127 E217 EQQ).
Donc F' est un sev de My(R).

En outre, une famille génératrice de F' est : F = {Ey; — Eg, Fo1, Eas}.

Remarque. Il n’est pas indispensable de détailler autant les raisonnements ici (je ne l'ai fait que pour
expliquer pas a pas la démarche). On peut en particulier passer directement de la ligne (#) a la ligne (é).
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EXERCICE 20. — (Sev de Ry[X], famille génératrice). Dans R,[X], on considére la partie :
F = {P € R4[X]|2 est racine de P de multiplicité au moins 3}

Montrer que F' est un sev de Ry[X], et en déterminer une famille génératrice.

Soit P € R4[X]. D’aprés la formule de Taylor dans R4[X], on a :

P"(2 P®(2 PW(2
P=P2)+P(2)(X —2)+ 2( )(X—2)2+ ( )(X—2)3+ 24( >(X—2)4
Or :
[2 est racine de P de multiplicité au moins 3] <= [P(2) = P'(2) = P"(2) = 0]
Par suite :
P2 P®W(2
[Pe F]<— |P= ()(X—2)3+ ()(X—2)4
6 24
Ainsi :

[P e F] = [P € Vect (X —2)3,(X —2)4)]
L’implication réciproque est immédiate. Par conséquent :
[P € F| <= [P e Vect (X —2)3, (X —2)%)] soit : F' = Vect ((X — 2)3, (X — 2)1).

Conclusion. F est un sev de Ry[X], et une famille de génératrice de F est {(X — 2)3, (X — 2)*}.

Remarque. Les polynomes (X — 2)3 et (X — 2)* ne sont pas colinéaires (pas proportionnels). Lors du
prochain chapitre, nous pourrons alors en déduire que F, le sev engendré par ces deux polynémes, est un
plan dans R4[X] (cad un sev de dimension 2... dans un espace de dimension 5, attention aux neurones si
vous souhaitez vous le représenter mentalement).

| APPLICATIONS LINEAIRES |

EXERCICE 21. — (Applications linéaires) Les applications suivantes sont-elles R—linéaires 7

RZ — R3
Vo iy s (o)

Ona: fi(1,1)=(1,1,1) et f1(2,2) =(2,2,4). Donc : f1(2,2) # 2f(1,1).
Conclusion : f; n’est pas linéaire.

R? — R

2/ fa: (z,y) — x+2y

Soient (z,y) et (2/,y’) dans R?* X et p deux réels. On a :
Mz, y) + p(@'y) = foAz + pa, Ay + py') = Ao+ pa’ +2 Ay + py') = M + 2y) + p(2’ + 2y/)

Ainsi = fo(A(x,y) + p(2',y) = Moz, y) + pfa(2,y).

Conclusion : f; est linéaire.
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5. EX] — RIX
P — (1+X?)P'+XP
Soient P et () dans R[X], A et x deux réels. On a :

[3AP+pQ) = (1+ X?) (AP + puQ) + X(AP + pQ) = A[(1+ X*)P'+ XP]+ pA[(1 + X?)Q' + X Q)

Ainsi = fo(AP + 5Q) = Ms(P) + ufs(Q):

Conclusion : f3 est linéaire.
°R,R) — R
2
0

Soient f et g dans €°(R,R), A et 4 deux réels. On a :

4/ Ja:

FOM 4 pg) = / (\f + 1) () do = / A (x) + pgla) de = A / f(x) de + g / o(x) dz

Ainsi = fs(Af + ug) = Ma(P) + 1fa(Q).

Conclusion : f; est linéaire.

EXERCICE 22. — (Application linéaire et commutant). Soit A € M, (K).

On considére 'application :

f: My (K) M, (K)
M MA— AM

1/ Montrer que 'application f est linéaire.
Soient M et N deux matrices de M, (K), A et p deux scalaires.
On a:
JOAMA+uN) = (AM4+puN)A—AAM+uN) = AMA+uNA—AAM —puAN = N(MA—AM)+pu(NA—AN)
Ainsi :
FOAM +pN) = Af(M) + pf(N)
En résumé, on a établi que :
¥ (M, N) € My (K), V(1) € K2, fAM + pN) = Af(M) + pf(N)
Conclusion. L’application f est une application linéaire.

Remarque. Puisque I'application f est une application linéaire de M,, (K) dans le méme espace vectoriel
M, (K), on dit que f est un endomorphisme de M, (K), et on le note : f € Z (M, (K)).
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2/ En déduire que le commutant de A est un sev de M,, (K) (par un autre argument que dans l’exercice 1,
¢évidemment).

Par définition, le commutant de A est I’ensemble des matrices M telles que MA — AM = Oy, k), cad
telles que f(M) = O, x)-

En d’autres termes, le commutant de A est égal a ker(f) (le noyau de f).

Conclusion. Le commutant de A est un sev de M,, (K) (puisque c’est le noyau d’une application linéaire).

EXERCICE 23. — (Application linéaire). On considére I'application :

fRQ[X]

Ry[X]
Pr—m—= P X?P"
1/ Montrer que I'application f est linéaire.
Soient P et () deux polynéomes de Ro[X], A et p deux réels.

On a :
FOP 4+ pQ) = (AP + pQ) — X*(AP + pQ)" = AP + uQ — AX*P" — pX*Q"

(essentiellement par linéarité de la dérivation). Donc :

P +pQ) = MNP — X2P") + n(Q — X2Q") = Mf(P) + uf(Q)
En résumé, on a établi que :

V(P,Q) € Ro[X], V(A ) € R?, f(AP + Q) = Mf(P) + nf(Q)
Conclusion. L’application f est une application linéaire.

Remarque. Puisque application f est une application linéaire de Ro[X] dans le méme espace vectoriel
Ry[X], f est un endomorphisme de Ry[X], et on le note : f € £ (Ry[X]).
2/ Déterminer le noyau et I'image de f.

Le noyau de f est par définition :
ker(f) = {P € Ro[X], f(P) = Opy(x} — ker(f) = {P € Ry[X], P = X2P"}

Déterminer ker(f) revient donc a résoudre I’équation polynomiale P = X?P”. Aprés avoir observé que
le polynome nul est solution, la comparaison des degrés ne donne aucune info décisive (n = n...). En
revanche, celle des coefficients dominants est plus intéressante. En notant a,, le coef dominant de P, on
obtient :

an=n(n—1a, dout: nn-1)=1
Or n(n — 1) est un entier pair, ce qui n’est pas vraiment le cas de 1;-)

On en déduit que 1'équation P = X2P” admet comme unique solution le polynéme nul.

Conclusion. Le noyau de f est : ker(f) = {Op,[x }-

1. Puisque le coefficient dominant a,, est nécessairement non nul.
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Déterminons a présent l'image de f. L’espace de départ de f est Ry[X], et il est usuel que :

Ro[X] = Vect (1, X, X?)
D’aprés le cours, on en déduit que :

im(f) = Vect (f(1), f(X), f(X?))

Par suite :

im(f) = Vect (1, X, —X?)

Vect (1, X, —X?) = Vect (1, X, X?)

d’apres “la” propriété de la page 93 du cours.
On en déduit que :
im(f) = Vect (1, X, X?) cad  im(f) = Ro[X]

Conclusion. L’'image de f est : im(f) = Ry[X]. L’endomorphisme f est donc surjectif.

EXERCICE 24. — (Application linéaire). Dans cet exercice, on note £ = €*(R,R), et w € R*.

On considére 'application :

E

f:E
Y y// + w2y
1/ Montrer que 'application f est linéaire.

Soient g et h deux fonctions de F, A\ et p deux réels.

On a:
fAg + ph) = (Mg + ph)" +w*(Ag + ph) = Ag" + ph" + Mg + pwh

(par linéarité de la dérivation). Donc :

fQAg+ph) = Mg" +w?g) + u(h" + w?h) = Af(g) + pf(h)
En résumé, on a établi que :

V(g,h) € E* V(A pn) € R f(Ag+ ph) = \f(g) + puf ()
Conclusion. L’application f est une application linéaire.

Remarque. Puisque l'application f est une application linéaire de ¥*°(R,R) dans le méme espace
vectoriel (R, R), f est un endomorphisme de ¢ (R,R), et on le note : f € £ (¢°(R,R)).
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2/ Déterminer le noyau de f.
Le noyau de f est par définition :
ker(f) = {g € €(R,R), f(g) = O%OO(R,R)} — ker(f) = {g € €*(R,R), ¢’ +w?g = 0}

Déterminer ker(f) revient donc a résoudre 1’équation différentielle ¢” + w?g = 0.

Or la solution générale de cette EDL2 archi-célébre est :
Vte R, g(t) = Acos (wt) + psin (wt)

Notons, pour tout réel ¢ : fi(t) = cos (wt) et fo(t) = sin (wi).

Avec ces notations, le raisonnement précédent a permis d’établir que :
geE kerf = g¢"+wg=0<+=3I(\,p) € R*, g=\fi + pfa <= g € Vect(fi, fa)

En résumé : ker f = Vect(f1, fo).
Conclusion. Le noyau de f est : ker(f) = Vect(f1, f2)
(avec f1(t) = cos (wt) et fo(t) = sin (wt) pour tout réel t).

Remarque. Les fonctions f; et f; ne sont clairement pas colinéaires (pas proportionnelles). Le sev de F
qu’elles engendrent sera donc un plan (cad un sev de dimension 2) dans I'espace vectoriel (R, R).*

EXERCICE 25. — (Application linéaire). On considére I'application :

f : MQ(K) MQ(K)
M+——M—'M

1/ Montrer que I'application f est linéaire.

Soient M et N dans My(K), A et p deux scalaires. On a (essentiellement par linéarité de la transposition) :
fOAM+uN) =AM +puN — " (AM + uN) =AM + uN = XM + p'N = X(M — 'M) + (N — 'N)

Finalement : f (AM + uN) = Af(M) + pf(N)

Conclusion. L’application f est linéaire (c’est un endomorphisme de M;(K)).

2/ Déterminer le noyau de f.

Soit M € My (K). Par définition de noyau :
[M € ker f] <= [f(M) = Ony)] <= [M — 'M = Oriy)| <= [M = "M]

Conclusion. Le noyau de f est le sev des matrices symétriques de My (K).

§. Cette affirmation concernant la dimension de ker f sera précisée et justifiée dans le chapitre suivant d’algébre linéaire
consacré a la notion de dimension (chapitre 22).
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3/ On note Ay(K) la partie de My(K) constituée des matrices antisymétriques. Montrer que Ay(K) =
Vect(A), ot A est une matrice que 'on explicitera.

Soit PM € My(K). On a :
[M € AQ(K)]@{HbG K, M = _Ob 8 < [dbe K, M =b(FE)y — Ey)| =

[M € Vect (Elg — Egl)]

En résumé :
M € Ay(K)|] <= [M € Vect (Eiy — Fa)]
Conclusion. Ay(K) = Vect (E15 — E9).
Remarque. L’ensemble A,(K) des matrices antisymétriques de My(K) est donc un sev, engendré par

une seule matrice (un seul vecteur) non nul. On dira dans cette situation que A,(K) est une droite
vectorielle de My (K) (cad un sev de dimension 1... dans un espace vectoriel de dimension 4).

4/ Montrer que im f = Ay(K).
On connait une famille génératrice de ’espace de définition de f :
Mz (K) = Vect(E1, Er2, Ea1, Eo)
D’aprés le cours, on a donc :

imf = Vect(f (En), f (Er2), f (E2n), [ (E22))
Des calculs sans difficultés permettent d’en déduire :
im f = Vect(Omy(x), Er2 — Fa1, Eo1 — Eia, Ony (k) Par suite : imf = Vect(Es — Fa)
Conclusion. imf = Vect (E15 — Es1). D’apreés la question précédente, on en déduit que : imf = Ay(K)

EXERCICE 26. — (Noyau d’une application linéaire et équation différentielle linéaire). On
considére 'application :

%" (R, R)

fr———— " — 6 +9f

1/ Montrer que l'application ¢ est linéaire.

Commengcons par observer que pour toute fonction f € 42 (R,R), on a (f"—6f +9f) € €°(R,R)
selon les théorémes généraux. Ce qui assure que ¢ est bien définie.

Prouvons sa linéarité : soient f et g deux fonctions de 2 (R, R), X et u deux réels. On a :

P f + png) = (Af + png)" — 6(Af + pg) + IAf + ug)
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Par linéarité de la dérivation :

PN +pg) = A"+ pg" — 6Af" = 6ug’ + INf + 9ug
Donc :

e(Af +pg) =A(f"=6f +9f)+p(g" — 69 +99)
Subséquemment :

PN+ ng) = Ap(f) + pe(g)

Conclusion. L’application ¢ est linéaire.

2/ Déterminer le noyau de ¢.

Soit f € €*(R,R). Par définition de noyau :
[f € ker 90] < [gp(f) = 0(52(]1{7]1{)} < [f” — 6]“ + 9f = 0%2@@’[@)}

Le sev ker ¢ est donc constitué des solutions générales de 'EDL y” — 6y’ + 9y = 0. Or, d’apreés le cours
sur les EDL2 :

[f € kerp| < [F(\,p) € R* Vz € R, f(z) = Az + p)e*]
Notons, pour tout x réel : fi(z) = xe3® et fo(x) = e32.

Conclusion. On a établi que : ker ¢ = Vect(fi, fa).

Remarque. Puisque les fonctions f; et fy ne sont pas colinéaires, ker ¢ est un plan vectoriel dans I'espace
vectoriel €%(R, R).

EXERCICE 27. — (Noyau d’une application linéaire et suite récurrente linéaire). On considére
I’application :

o : RN RN

(un)n S (un+2 + Up41 + un)n

1/ Montrer que 'application ¢ est linéaire.

Soient u et v deux suites réelles, A et p deux réels. On a :
e(Au+ pv) = w

ol w est la suite de terme général :
Wy, = )\Un+2MUn+2 + )\’LLn—H + HUnt1 + )\Un + HUnp,

soit :
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Wy = A (Ungo + Ung1 + Un) + 1 (Vny2 + Uny1 + Un)
On en déduit que :
w=Xp(u) +pp(v)  cad  p(Au+ pv) = Ap(u) + pp(v)

Conclusion. L’application ¢ est linéaire.

2/ Déterminer le noyau de .

Le noyau de ¢ est 'ensemble des suites réelles (u,,) telles que :

Vn e N, Upt2 + Upt1 + Uy = 0

Une telle suite est une SRL2, et d’aprés le cours sur les suites, on peut alors affirmer que :

2 2
I\, u) € R?, Vn e N, u, = Acos <%) + psin (%)
Conclusion. On a établi que ker ¢ = Vect ((vy,),, , (wy),,)
, : 2nm . [ 2nm
en ayant posé, pour tout n entier naturel : v, = cos 3 et w, =sm | —|.

3

EXERCICE 28. — (Noyau d’une application linéaire et équation polynomiale). On considére
I’application :

¢ K3[X]

K[ X]
P— P (X+1)P

1/ Montrer que 'application ¢ est linéaire.

Commengons par observer que application ¢ est bien définie, puisque si P est dans K3[X], les propriétés
du degré assurent que le polynéome P — (X + 1)P’ est de degré au plus égal a 3 (c’est effectivement un
¢lément de K3[X]).

Soient P et () deux polynéomes dans K3[X], A et p deux scalaires. On a :

0 (AP + Q) = (AP + pQ) — (X + 1) (AP + pQ)’

Par linéarité de la dérivation (formelle dans I’anneau des polynomes) :
(AP + pQ) = (AP + pQ) — (X +1) (AP" + pQ’)
D’ou en développant puis en regroupant judicieusement les termes :

P (AP +pQ) = A(P = (X +1)P) + p(Q - (X +1)Q)
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Ainsi :
© (AP 4+ uQ) = Ap(P) + pup(Q)

Conclusion. L’application ¢ est linéaire.

2/ Déterminer le noyau et I'image de (.
Le noyau de ¢ est 'ensemble des polynomes de K3[X] solutions de I’équation polynomiale : P = (X+1)P".

Pour résoudre celle-ci, on se convainc rapidement que le polynéome nul est solution, qu’il n’existe pas de
solution de degré 0, et que la comparaison des degrés ne donne aucune info décisive (n =n...).

En comparant les coeffs dominants, on obtient que les éventuels P non nuls solutions de cette équation
sont de degré 1. Posons donc P = aX + b avec a € K*.

On a : P solution SSI aX +b=aX 4+a SSI a = b.
En résumé : P € kerp <= Ja € K, P=a(X +1).
Conclusion. ker ¢ = Vect(X + 1).

Remarque. Puisque le polynome (X + 1) est non nul (wouaouh!), ker ¢ est le sev engendré par un
vecteur non nul : ¢’est donc une droite vectorielle dans ’espace vectoriel des polynémes a coefficients

dans K de degré au plus 3.

» Déterminons a présent ’'image de .

On connait une famille génératrice de 'espace de définition de ¢ :
K3[X] = Vect(1, X, X?, X3)
D’aprés le cours, on a donc :
imp = Vect(p (1), ¢ (X)), (X?), 0 (X?))
Des calculs sans difficultés permettent d’en déduire :
imp = Vect(1, -1, —X? — 2X, —2X3 — 3X?)

Conclusion. imyp = Vect (1, —X? — 2X, —2X3 — 3X?). L’interprétation géométrique attendra un peu.

EXERCICE 29. — Soient £ un K-ev, et (f,g) € Z(E)?. On suppose que f o g = 0gp).
Montrer que im(g) C ker(f).
Soit V/ € img:37 € E, i = g(7).

Par suite :
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la derniére égalité provenant de I'hypothése : fo g = 0.
Par suite : 7 € ker f.

On a donc établi I'implication : 7 € img = 7 € ker f.
Conclusion. im(g) C ker(f)

EXERCICE 30. — (Les 3 méthodes). On dispose (pour linstant) de trois méthodes pour établir
qu’une partie F' est un sous-espace vectoriel d'un K-ev E :

— la méthode “(SEV1), (SEV2), (SEV3)”;
— la méthode “Vect” : on prouve que F' = Vect(.%), avec .# une famille de vecteurs de E;

— la méthode “ker” : on prouve que F' = ker f, ou f est une certaine application linéaire.

On appelle M1, M2 et M3 ces trois méthodes permettant de prouver qu'une partie est un sev d’un ev
donné. Dans chacune des questions suivantes, indiquer quelle(s) méthode(s) vous semble(nt) adaptée(s)
pour parvenir au résultat ; puis traiter la question.

1/ Etablir que Pensemble des fonctions dérivables sur R est un sev de €°(R, R).
Seule la méthode M1 fonctionne : la vérification des axiomes SEVI est alors aisée.

2/ Etablir que I'ensemble des matrices antisymétriques est un sev de M, (K).
Les méthodes M1, M2 et M3 peuvent étre utilisées.
La plus rapide est M3 : 'application A € M,, (K) — A+ A € M, (K) est un endomorphisme de M,, (K)
(ceci n’a pas a étre détaillé), dont le noyau est 'ensemble des matrices antisymétriques de M, (K).

3/ Etablir que I’ensemble des polynémes de Ks[X] divisibles par X? est un sev de K5[X], et en déterminer
une famille génératrice.

A cause du “et”, seule la méthode M2 peut étre utilisée.

Notons F' Pensemble des polynomes divisibles de K5[X] par X3, cad :
F={P e K;[X], X3 P}
Soit P un polyndéme dans K;[X]. On a :
[P e Fl<=[3Q € Ky[X], P=X3Q] < [I(a,b,c) € K3, P=X?*aX?+bX +¢)]

Ainsi :
[P € F| <= [3(a,b,c) € K3 P =aX’+bX"*+ cX?

Conclusion. F' = Vect(X?, X* X5). En particulier F est un sev de K5[X], et une famille génératrice en
est F = {X? X4 X°}.

€. La méthode M1 ne permettrait de répondre qu’a la premiére moitié de la question.
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4/ Etablir que I'ensemble des suites géométriques de raison 2 est un sev de RY.
Les méthodes M1 et M2 peuvent étre utilisées.

La plus rapide est M2 : une suite réelle (u,) est géométrique de raison 2 SSI il existe un réel ug tel que :
Vn e N, u, = ug2"
En notant F' I'’ensemble des suites réelles géométriques de raison 2, on a donc :

F = Vect ((2),cn)

Conclusion. I’ = Vect ((2”)neN). En particulier F est un sev de RY, et une famille génératrice de F est
le singleton .# = {(2"),cx }-

EXERCICE 31. — (Matrice d’une application linéaire). On pose A = ( i _11 )

Montrer que 'application

K2

v K?

X—AX
est un automorphisme de K? (cad linéaire et bijective).
» Montrons la linéarité de ¢
Soient X et Y dans K2, X et x4 dans K. On a :
PAX 4+ 1Y) = ANX 4+ pY) = NAX + pAY = Ap(X) + pp(Y)

Donc ¢ est un endomorphisme de R2.
» Montrons la bijectivité de ¢

La matrice A est inversible (son déterminant étant non nul). On pose alors :

< K2

Xr—AX

Il est alors immédiat que : ¢ 0 =1 o p = idg.

Par suite ¢ est bijective, et =1 = 1.
» Conclusion : ¢ est un automorphisme de K? (noté : ¢ € GL (K?))
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EXERCICE 32. — (Matrice d’une application linéaire’). Soit A € M, (K).

On considére 'application

p: K" K"
X— AX

A quelle condition nécessaire et suffisante sur la matrice A 'application ¢ est-elle un automorphisme de
K™?

L’application ¢ est clairement linéaire (cf exo précédent).
Par suite, I'application ¢ est un automorphisme de K™ SSI elle est bijective.
Or, par définition de bijectivité :

¢ est bijective SSIVB € K", 31X € K", o(X)=1B
D’ou, par définition de ¢ :

@ est bijective SSIVB € K", ' X € K", AX =B
Ainsi, d’aprés le cours sur les matrices (chap 13) :

¢ est bijective SSI A € GL,(K)

Conclusion. L’application ¢ : X € K" — AX € K" est un automorphisme de K™ SSI la matrice A est
inversible, ce qui se résumé magnifiquement par :

¢ € GL(K") <= A € GL,(K)

EXERCICE 33. — (“Basique”). On considére 'application :

f:R3 R?

($7y,Z) — (IE - y,y—'—Z)
On admet que f est linéaire.

1/ Déterminer ker f et imf.
Soit U = (r,y,2) € R3 On a:
7ekerf<:>f(7):6>R2<:>{ oY= <:>{ ﬁ:giy —3JyeR, ¥ =(yy —y)
Par suite :

U eker f <= U € Vect ((1,1,-1))

Conclusion. ker f = Vect ((1,1,—1)) (le noyau de f est la droite vectorielle de R? de vecteur directeur

u = (1,1,-1)).
On a:

R3 = Vect 0
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D’aprés le cours, on en déduit que :

1 0 0
imf=Vect [ f| O |,f| 1 |,f| O
0 0 1

Par suite :

imfZVect(((l))(})’(_Ol))

On en déduit que imf = R?, par exemple car les deux premiers vecteurs sont non colinéaires et suffisent
donc a engendrer le plan réel.

Conclusion. imf = R2.

2/ L’application f est-elle injective ? Surjective ?

D’aprés la question précédente, f est surjective puisque imf = R2.

1
%
Mais f n’est pas injective puisque ker f = Vect 1 , donc : ker f # {ORg}.
—1
EXERCICE 34. — (Conjugaison). Soit P € GL,(K) (avec n € N*). Montrer que 'application :

¢ : M, (K)

M, (K)

Ar——= P71AP
est un automorphisme de M, (K).

Il est aisé de vérifier que ¢ est linéaire ; ¢’est donc un endomorphisme de M, (K).

Posons judicieusement :

¥ My, (K)

Ar————= PAP™!

M, (K)

Il n’est pas moins aisé que précédemment de vérifier que 1 est également un endomorphisme de M,, (K).
De plus : 9 o ¢ = idy,, (k) et ¢ 09 = idy, (k). Ce qui implique en particulier que ¢ est bijectif.
On a ainsi établi que ¢ est un endomorphisme bijectif de M, (K).

Conclusion. ¢ est un automorphisme de M,, (K) (¢ € GL (M, (K))).
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EXERCICE 35. — (Isomorphisme). On considére 'application :

¢ : K[ X] K3

P r————(P(0), P(1), P'(0))

On admet que ¢ est linéaire. |
1/ Déterminer ker ¢. Que peut-on en déduire pour ¢ ?

Soit P € Ky[X]. Supposons que P € ker ¢. Alors :

P(0)=0; P(1)=0; P'(0)=0
Les deux premiéres conditions, et le fait que P soit de degré au plus 2 impliquent que :
dee K, P=cX(X —1)
Dans ces conditions, on a :
P =c(2X —1)

Par suite : P'(0) = —c. Or P'(0) = 0 par hypothése, donc ¢ = 0, donc P = O, [x].

Conclusion. ker p = {OKQ[X]}. D’aprés le cours, on en déduit que I’application ¢ est injective.
2/ Surjectivité de .

a/ Justifier brievement que : imp = Vect (¢(1), p(X), p(X?))
On a : Ky[X] = Vect(1, X, X?).
D’apreés le cours : imp = Vect (¢(1), p(X), p(X?)).

b/ Montrer que la famille {p(1), p(X), 9(X?)} est une famille génératrice de K3, c’est a dire que pour
tout U = (x1, 29, 23) € K3, il existe (ay, o, a3) € K3 tel que :

a19(1) + axp(X) + azp(X?) = (21, 22, 73)

Indication : ceci revient a résoudre un systéme 3X 3, ou a inverser une matrice si vous préférez.

Des calculs sans aucune difficulté donnent :

1 0 0
eM)=( 1], oX)=(1]; oX)=|[1
0 1 0

Soient U = (1, 22, x3) et (a1, as, a3) € K3 On a :

|. Rien ne vous empéche de le prouver pour vous entrainer encore; en tous les cas, on a déja vu suffisamment d’exemples
de ce type pour que cela ne vous pose aucun probléme (ne pas hésiter & me le signaler si tel était néanmoins le cas; en maths,
tout est toujours trés facile, aprés coup!...).
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1 0 0 T
T =p(1) + mp(X) +asp(X?) <= a | 1 |+a| 1 |+as| 1 | =] 2
0 1 0 T3
Soit :
a1 = I
T =(1) + (X)) + azp(X2) <= { artas+as = z
Qo = T3
Or :
a1 = I ap = I
a1+ +a3 = 19 a3 = T9—T1 — T3
Qg — XT3 Qg — XT3
Par suite :

v = 219(1) 4+ 230(X) 4 (22 — 21 — 23) P(X?)
Le vecteur U étant arbitraire dans le raisonnement précédent, on a établi que :
VU € K3, 3 (a1, 0,0a3) € K3, v = a19(1) + aap(X) + 043<P(X2)
Conclusion. La famille {p(1), o(X), ©(X?)} est une famille génératrice de K3.

¢/ En déduire que ¢ est un isomorphisme de Ky[X] dans K3.
D’apreés la question a/ : imp = Vect (p(1), p(X), o(X?)).
D’apreés la question b/ : Vect (o(1), o(X), p(X?)) = K3.
Ainsi : imy = K3. Ce qui signifie que I'application ¢ est surjective.
Puisque de plus ¢ est injective d’apres la question 1, ¢ est bijective.

Conclusion. ¢ est un isomorphisme de Ky[X] dans K3.

3/ Surjectivité de ¢, le retour.

a/ Déterminer trois polynémes Py, P,, P; tels que :
— Py, P», P; sont dans Ky[X]

» Déterminons P;. L’énoncé impose que :
P e KQ[X], Pl(O):l, Pl(l):O, Pll(O):O
Donc : 3(a,b) € K?, P, = (aX +b) (X — 1), et :

P(0)=1«<= -b=1 et P1(0)=0<=b=ua
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Donc: P, =1— X2

» Déterminons P,. [.’énoncé impose que :
P, € Ky[X]; Py(0) = 0; Py(1) =1; P'5(0)=0
Donc : Ja € K, P, = aX?, et :
P(l)=1<=a=1

Donc : P, = X2

» Déterminons P;. L’énoncé impose que :
P; € Ky[XT; P5(0) = 0; P5(1) = 0; P'3(0)=1
Donc : Ja € K, Py =aX(X —1), et :
Py(0) =1« a=—1
Donc : Py = X — X2
b/ Justifier brievement que Vect (¢(P;), p(FP2), ¢(Ps)) C imep.
On a: P, Py et P; dans Ky[X].

Done : Vect (p(P1), p(P2), ¢(Ps)) C ¢ (Ko X]).
Donc : Vect (¢(P1), o(FP2), ¢(Ps)) C imgp.

¢/ Conclure.

Par définition de 'application ¢ et d’aprés la remarque de la question précédente :

Vect (o(Pr), p(P2), o(Ps)) Cimp CK* (&)

Or par construction des polynémes Py, P et P; on a :

1 0 0
Vect (QO(PI)7 QO(P2>7 QO(P3>> = Vect 0 ) 1 ) 0
0 0 1

Et il est donc immédiat que :

Vect (o(P1), o(P2), o(P3)) =K* (&)

On déduit de (M) et de (&) que imp = K3, et que ¢ est surjective.
Conclusion. ¢ est un isomorphisme de Ky[X] dans K3.
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EXERCICE 36. — (Transport d’une famille génératrice, TRES IMPORTANT).

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, ¢ un isomorphisme de E dans F, et % = {v_f, .., Un} (avec
n € N*) une famille génératrice de F.

Montrer que ¢ (Z) = {¢(07),...,¢ ()} est une famille génératrice de F.**
Puisque % est une famille génératrice de F, on a :

E = Vect (3,...,0,)

D’apreés le cours, on en déduit que :
imp = Vect (¢ (37) ..., (1) (#)

Or, ¢ étant un isomorphisme de £ dans F' par hypothése, 'application ¢ est en particulier surjective donc :
imp=F (%)

Conclusion. D’aprés (#) et (&), on a : F = Vect (¢ (77), ..., (03)).
Ce qui signifie que la famille ¢ (.%) est une famille génératrice de F.

EXERCICE 37. — (Application linéaire). On considére 'application

f: My(K) M, (K)

A A —tr(A)L

1/ Montrer que f est un endomorphisme de My(K).
Soient A et B deux matrices de My(K), A et u deux scalaires.

On a, essentiellement par linéarité de la trace :
JOA+uB) = XA+ puB —tr (M + puB)Iy = M+ puB — Mr(A) L, — utr (B) Iy
D’ou :

fOAA+uB)=XA(A—tr(A)ly) + pu (B — tr(B)ly) soit : fAA+uB)=\f(A)+ uf (B)

Conclusion. f est linéaire, de M,, (K) dans M,, (K) : f est donc un endomorphisme de M, (K) (f €
Z (M, (K))).

xx. Si possible en 3 lignes (en tous les cas, cela peut se faire en 3 lignes, 4 si vous comptez celle de la conclusion).
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2/ Déterminer le noyau et I'image de f. L’endomorphisme f est-il un automorphisme de My (K) ?

a b

SoitA:<c d)GMg(K).Ona:

—d b

C —a

Ae kerf < f(A) = OMQ(K) — A - tr(A)Ig = OMQ(K) < ( ) = OMQ(K) ~— A= OMQ(]K)

Dou : ker f = {Onyx) } (M).
Déterminons I'image de f. On a :

My (K) = Vect (Ey1, Eig, Eo1, Eg2)
D’aprés le cours :

imf = Vect (f (Eu), f (Er2), f (Ea1), f (E22))

Des calculs aisés donnent :

imf = Vect (—Eq, F12, Fo1, —E11)
Or, d’aprés le cours de nouveau :

Vect (— Eag, Evo, Fo1, —FE11) = Vect (E11, Eva, Ea, Eas)
Ainsi :
imf = My(K)

On en déduit que 'endomorphisme f est surjectif (é).

Conclusion. f est un endomorphisme de M,, (K) (question 1), injectif (d’aprés (#)) et surjectif (d’aprés
(%)) : f est donc un automorphisme de M, (K) (f € GL (M, (K))).

EXERCICE 38. — (Le retour des DL).

On considére Papplication ¢ : €2 (R, R) — Ry[X]
f———"—F

qui & une fonction f de classe €2 sur R associe la partie réguliére de son développement limité & 'ordre 2
en 0, notée P;.

On admet que ¢ est linéaire. Est-elle injective ? Surjective ?
Pour tout réel z, on pose f(x) =1+ z+ a2 et g(x) =1 +ax+ 22+ 2% On a o(f) = v(g) : » n'est pas
injective.

Soit P = aX? + bX + ¢ € Ry[X]. Posons pour tout réel z : f(z) = ax? + bx +c. On a o(f) = P : ¢ est
surjective.

Conclusion. L’application ¢ est surjective, et non injective.



32 MPSI — Espaces vectoriels et applications linéaires — 21 mars 2024

|SEV SUPPLEMENTAIRES ET PROJECTIONS|

EXERCICE 39. — (Somme de sev). Soient E un K-ev, F' et G deux sev de E.

On définit la somme des sev F' et GG et on note F'+ G la partie de E constituée des vecteurs de F pouvant
s’écrire comme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G, soit :

F+G={7¢E, 3 (77) € FxG, 7:7+7}
Montrer que F'+ G est un sev de E.

Pas beaucoup de choix pour la méthode ici. . .

Commengons par observer que par définition F' 4+ G est une partie de £ (SEV1); cette partie contient le
: : T S —
vecteur nul de E puisque 'on peut écrire 0 g = 0 g+ O g et que 0 g € FN G (SEV2).

Pour conclure, montrons que F' + G est stable par combinaison linéaire.

Soient W et ¥ dans F + G, X et u deux scalaires. Par définition de F + G :

3 (71,72) € F2, 3 (¢, ¢2) € G% 7271+71 et7=72+72

Il s’ensuit que :
MU+ p 0 = (/\?1 + M?2> +(\G1+172)

Or )\?1 + M?Q appartient a F', puisque 71 et ?2 appartiennent a F' et que F' est stable par combinaison
linéaire (F est un sev de E). Pour des raisons analogues : A¢'1 + 1'¢ 2 appartient a G.

On en déduit que : AU + v € F+ G.
On a donc établi que :

V(Z,V)e (F+G)2 Y(\p) € K3 AU +uV € F+G
Ce qui signifie que F'+ G est stable par combinaison linéaire (SEV3).

Conclusion. F 4 G est une partie de E, contenant 0 g, et stable par combinaison linéaire. A ce titre, F'+ G
est un sev de F.

EXERCICE 40. — (Somme de sev 2). Soient £ un K-ev, et ORI S ,17; (n+ p) vecteurs de

E avec n et p dans N*.

Montrer que :
Vect(v_f,...,ﬁ)—J—Vect(ﬁ,...,@) :Vect(ﬁ,...,ﬁ,wl,...,@)

C’est un exemple de preuve assez lourde a écrire, mais d’une remarquable facilité.

Soit @ € E.On a :

U € Vect (v1,...,0,) + Vect (w0}, ..., w))

—3f e Vet (W,...,7), 3G € Vet (@,,....w), U=F+7
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<:>E|(0517"'704n)€ Kna 3(517"'7ﬁp)€ Kp) 7:<alv_1>++04nv—>n)+(ﬁlﬁ++ﬁp@)

.

7 7
<~ 3 (v,...,0n, 01,...,0,) € K"P, 7:ozlv_f—i—---—i-oznﬁ—i—ﬁlﬁ—k---%—ﬁp@?p
— U e Vect(ﬁ,...,ﬁ,ﬁ,...,@)
Conclusion. Vect (v_f, .. ,v_n)) + Vect (1,7{, . ,17;) = Vect (171, . .,QTn),wb . ,@)
EXERCICE 41. — (Sev supplémentaires dans R?).

Soient F' = {(z,y,2) € R® |z +y — 2 =0} et G = Vect ((1,1,1)). Montrer que R* = F & G.

1 0
On a: F = Vect 01,11
1 1
X
Soit ¥ = | Y | € R3. On cherche 3 réels a, b et c tels que :
Z
X 1 0 1
Y | =al|l 0 | +b| 1 | +c| 1
Z 1 1 1

L’égalité précédente est équivalente au systéme :

at+c=X a=7-Y

b+c=Y = b=27-X

a+b+c=7 c=X+Y -7

On en déduit que :
X 1 0 1
Y =Z-Y)| 0 |+Z-X)| 1 |+(X+Y-2)| 1
A 1 1 1
cF cG

On a donc établi que :
VT EeR, 3(F, e FxG, T=f+7
Autrement dit : R® = F + G ().

Par ailleurs, si v appartient & F N G, alors il existe A tel que ¥ = )‘i)\’ A) (puisque o est dans G); et
A+ A= A= X=0 (puisque o appartient a F). On en déduit que T =0

Par conséquent : FNG = {ﬁ} ().

Conclusion. D’aprés (#), (&), et la caractérisation des sev supplémentaires : R* = F' & G.
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EXERCICE 42. — (Sev supplémentaires dans K3[X]).

Dans F = K3[X], on considére F' le sev des polynémes de E qui s’annulent en 0, et G = Vect (X + 1).

Montrer que : £ = F & G.

Soit P € K3[X]. Notons : P =aX?+bX?+ cX +d (avec a, b, ¢ et d dans K).

Supposons qu’il existe deux polynémes () dans F' et R dans G tels que P = @ + R. Alors :
Q=aX3+pX?++X et R=XX+1)

Donc :

aX34+bX?+cX+d=aX3+BX?*+7X + AN X +1) <= a X3+ bX?*+cX +d=aX?+8X*+ (v + N) X + A

Ce qui équivaut encore a :

En résumé :

aX?+bX?+cX +d= (aX’+ X+ (c—d)X)+d(X + 1)
v ~ 7 —
=P :QeF =ReG

On a donc établi que :

VP e Ks[X], 3(Q,R) e FxG, P=Q+R
Autrement dit : K3[X]|=F+ G (M).

Par ailleurs, si P appartient & F' N G, alors il existe A tel que P = A(X + 1) (puisque P est dans G); et
P(0) = A =0 (puisque P appartient a F'). On en déduit que P = Og,[x].

Par conséquent : F NG = {Ok,x] } ().

Conclusion. D’aprés (M), (&), et la caractérisation des sev supplémentaires : K3[X] = F & G.
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EXERCICE 43. — (Sev supplémentaires dans M;(R)).

Dans E = My(R), on considére F' le sev des matrices de E dont la somme des coefficients est nulle, et
G = Vect (Iy).

Montrer que : E = F & G.

Soit A = ( i Z) € My(R).

On obtient (par analyse-synthése encore une fois) :

(Z Z):\( amhm e (d—a—bb—c)/2>+fl+b%l(é (1))

J/

-~ -~

er e

On a donc établi que :

VAe My(R), I(M,N) e FxG, A=M+N
Autrement dit : My(R) = F + G ().

Par ailleurs, si A appartient a F'N G, alors il existe A tel que A = A (puisque A est dans G); et 2\ = 0
(puisque A appartient a F'). On en déduit que A = Oy, (r).

Par conséquent : F NG = {Ov,w) } ().

Conclusion. D’aprés (M), (&), et la caractérisation des sev supplémentaires : My(R) = F & G.

EXERCICE 44. — (Sev supplémentaires dans % ([0;7],R)).
Soit E' = % ([0;7],R). On considére les deux sev de F suivants :

F = Vect (cos, sin) et G = {f €eE fO)=f (E) = O}.
Montrer que F' et GG sont supplémentaires dans E.

On proceéde par analyse-synthése : soit h € E. Supposons qu’il existe f € F et g € G telle que h = f + g.

Alors, par définition de F', il existe deux réels a et b tels que :

h = acos+bsin +g

En outre, puisque g appartient & G, on a f (0) = f (g) = 0. Par suite :
h(0) = a
h <E> — b
2

Ce qui conduit a :

h = (h(O) cos +h <g) sin) + (h — h(0) cos —h (g) sin)

J/ N
-~ -~

fer ge G

On vient donc d’établir que :

Vhe E, 3(f,g) € FxG, h=f+g
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Par conséquent : F = F + G (M)

Considérons a présent f € F'NG. Alors il existe deux réels a et b tels que f = acos+bsin (car f € F), et
T

a:b:Opuisquef(O):f(§>:0. D’ou: f =0g.

Par conséquent : FNG = {0g} (&)

Conclusion. D’apreés (#), (&) et la caractérisation des sev supplémentaires : £ = F @ G.

EXERCICE 45. — (Supplémentaires et projection). On considére le R-ev E = % ([0;1],R) des
fonctions continues sur [0; 1] et a valeurs réelles. Dans E, on considére le sev F' des fonctions constantes et
G le sev des fonctions continues et d’intégrale nulle sur [0; 1].

1/ Apres vous étre convaincu que F' et G sont effectivement des sev de E, établir que F' et G sont supplé-
mentaires dans F.

D’une part F' = Vect(1), et d’autre part on vérifie facilement que les axiomes (SEV1,2,3) sont vérifiés pour
G (essentiellement par linéarité de 'intégrale) : F' et G sont donc effectivement des sev de E.

On raisonne par analyse synthése pour montrer qu’ils sont supplémentaires dans E.

Analyse : soit ¢ € E. Supposons qu’il existe deux fonctions f et g dans E telles que : ¢ = f + ¢g. Alors il
1
existe un scalaire C' tel que : ¢ = C' 4 g. Puisque de plus la fonction g appartient & G, on a: C' = / ®.
0

1 1
Il s’ensuit que : ¢ = / p+ (go —/ gp).
0 0

=f =g

1 1

Synthése : soit ¢ € E. On pose : [ = / petg=p— / ©. Les fonctions f et g appartiennent clairement
0 0

a F et GG respectivement, et on a: ¢ = f + g.

On en déduit déja que : £ = F + G ().

Par ailleurs, si h est une fonction appartenant a F' N G, alors h est une fonction constante et d’intégrale
nulle sur [0, 1] : A est donc identiquement nulle sur [0, 1].

Ce qui prouve que : FNG ={0g} ().
Conclusion. D’aprés (#), (&), et la caractérisation des sev supplémentaires : € ([0; 1] ,R) = F @ G.

2/ Déterminer le projeté de la fonction carrée (z — x?) sur G parallélement a F.

1

1

Notons ¢ la fonction carrée. On a : / *dr = 3"
0

On écrit alors, d’aprés la question précédente :

cF cG

1
En notant f la fonction constante égale a 3 et g la fonction x — (x — —), on a écrit ci-dessus
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avec fe Fetge Gt

p=f+yg
On en déduit que le projeté de la fonction carrée (x — x?) sur G parallélement a F est la fonction g.
Conclusion. Le projeté de la fonction carrée ¢ sur G parallélement & F est la fonction :
1

pd¢%:gw%Vxe[QH,ﬂ@::G¥—§)

EXERCICE 46. — (Sev supplémentaires et projection).

Dans cet exercice, E désigne le K-espace vectoriel Ko[X], avec K = R ou C.

1/ Dans E on considére F = Vect (X? + X + 1, 5X + 2), et G = Vect(X? — X).
On pourra noter P, = X2 4+ X +1; P, =5X+2; P3 = X? - X.
E=F@aG.

Raisonnons par analyse-synthése pour établir que £ = F + G. Soit P = aX? 4+ bX +c € E. On suppose
que P s’écrit comme la somme d’un polynoéme de F' et d’un polynéme de GG, cad qu’il existe trois scalaires
a, B et v tels que :

Etablir que :

P =aP, + P +Ps
soit :

aX?+bX +ec=a(X?+ X +1)+ 806X +2) +y(X? - X)

Par identification, on en déduit que :

a+v=a 1 0 1 @ a 1 0 1 « a
a+58—v=b < | 1 5 —1 =| b || 05 =2 1= b—a
a+20=c 12 0 c 0 2 -1 v c—a
1 0 1 ! a a=—2a—2b+ bc
— | 0 5 =2 G| = b—a <~ f=a+b—2c
00 1 v 3a +2b— 5¢ v =3a+2b—5c

En résumé, on a établi que :

aX?+bX +c=(—2a—2b+5¢)(X?*+ X +1)+ (a+b—2c) (5X +2) + (3a+ 2b — 5¢) (X* — X))

Par suite, pour tout polynéme P = aX?+bX + ¢ dans K, [X], il existe deux polynémes Q € Fet R € G

tels que :

P=Q+R avecQ=(-2a—2b+5¢)(X?+X+1)+(a+b—2c)(5X +2) et
R=(3a+2b—5¢c) (X2 - X) (&)

On a donc prouvé que : £ = F + G.

Par ailleurs, si P € F'N G, alors il existe trois scalaires «, 3 et v tels que :

11. Pour reprendre la terminologie du cours, f est la composante suivant F' de ¢, et g la composante suivant G de .
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P=a(X?+X +1)+B(5X +2) et P=~(X*~X)

Par identification on en déduit que :

I
coo

o=y o
a+bf=—y <= < B
a+28=0 vy

Par suite : FNG = {OKQ[X]}.
Conclusion. Puisque £ = F+Get FNG = {OKQ[X]}, on peut conclure : £ = F & G.
2/ Déterminer le projeté de X sur F' parallélement a G.
Puisque F' et G sont supplémentaires dans E d’aprés la question précédente :
VPe Ko[X], A (Q,R) € FxG, P=Q+R
Avec les notations du cours, le projeté de P sur F' (resp. sur () parallélement & G (resp. F') est :
pr(P)=Q (resp. pa(P) = R)

En particulier, d’aprés la formule (#) donnant Iexpression de @) en fonction des coefficients du polynome
P ona:

pr(X)=-2(X?+X+1)+ (X +2) (puisquea=c=0etb=1). D'ou : pp(X) = —2X?% +3X

Conclusion. Le projeté de X sur F parallélement a G est pp(X) = —2X?% + 3X.

EXERCICE 47. — (Sev supplémentaires et projection, bis).
Dans cet exercice, E désigne le R-espace vectoriel My(R).

Dans E, on considére ' = Vect (Es), et G la partie de My(R) des matrices dont la somme des coefficients
est nulle.

1/ Etablir que G est un sev de My(R), et en déterminer une famille génératrice.

Soit A € My(R). On a :

AeG¢:3m@@eRiA=(a b )
c —a—b—c

— 3 ((l, b7 C) € ]RS, A=a (EH — EQQ) +b (E12 — EQQ) + C(Egl — EQQ)
Ainsi :
A € G < A & Vect ((EH — E22) s (E12 — EQQ) , (E21 — EQQ))
En d’autres termes : G = Vect ((E11 — Ea) , (B2 — Eg) , (Eo — Eg)).

Conclusion. G est un sev de Ms(R), et une famille génératrice en est :

{(E11 — Eg), (B2 — Ex), (Ea — Ex)}.
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2/ Etablir que : E=F@AGa.

. a b
SmtA-(C d)'

Supposons que A s’écrive comme somme d’une matrice dans [’ et d’'une matrice dans G. Sous cette
hypotheése, il existe quatre réels z, y, z et t tels que :

b
A= ( CCL d ) :@‘i‘\y(Ell _E22) +Z(E12v— E22) —|—t(E21 _E22)l

eEF e

Soit :
y=a
fa b\ [y T+ z t=c
A—(c d>—(t —y—z—t)<:> z2=—-a—c—d

r=a+b+c+d

En d’autres termes, on a établi que :

(Z 2>:(a+b+c+d)(8 (1)>+a((1) _()1)+(—a—c—d)(8 _11)—1—0((1) _01>

. (. S (.
-~ -~

=A€e Ma(R) €F €G

Cette décomposition étant valide pour une matrice A arbitraire, on en déduit que : My(R) = F + G.
Il est trivial que FNG = {OMQ(R)}.

Conclusion. Puisque My(R) = F + G et F' NG = {Omyw) }, on peut conclure : My(R) = F @ G.

3/ Déterminer le projeté de la matrice Iy sur F' parallélement & G'; puis I'image de I, par la symétrie par
rapport a F' parallélement & G.

D’aprés la question précédente, on a (en prenant a =c=1,et b=d =0) :

e (03) (0 )

N J/ (. J/
' e

=pr(I2) =pc(I2)

On en déduit que le projeté de la matrice I sur F' parallélement & G est : pp(ly) = ( 8 (2) )

On en déduit également que 'image de I, par la symétrie par rapport a F' parallélement a G est :

sp(l2) = pr(la) —pa(lz)  soit:  sp(ly) = ( _01 _41 >



