Lycée Jean Bart — MPSI — 28 mars 202/

COLLE 22 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS 1 — Propriété. Soient F un K-ev, F' et G deux sev de E. Alors F N G est un
sev de F.

PREUVE. On vérifie les axiomes “(SEVx)”.

(SEV1) F et G sont deux parties de E car F' et G sont deux sev de E, donc (FNG) C E.

(SEV2) 6>E € Fet 6>E € G car I' et G sont deux sev de E. D’ou : 6>E € (FNG).

(SEV3) Soient @ et ¥ deux vecteurs de (F N G), et soit (A, u) € K2.

Alors : ()\7 + M?) € F car U et ¥ sont dans F, et que F est un sev de E.

Et : (A7 4 u7) € G car U et ¥ sont dans G, et que G est un sev de E.

I s’ensuit que (A + p @) € (FNG).

On a ainsi prouvé que : [ € (FNG) et ¥ € (FNG)] = V(A p) € K2, AU+ € (FNG)]

Ce qui signifie que (F'N G) est stable par combinaison linéaire.

CONCLUSION. F'NG est une partie de E (SEV1), qui contient le vecteur nul de E' (SEV2), et qui est stable
par combinaison linéaire (SEV3). Donc F'N G est un sev de E.

Remarque. En général, F UG n’est pas un sev de E£. Donner un exemple illustrant cette affirmation ; puis
retrouver la CNS pour que F' UG soit un sev de E.

QUESTION DE COURS 2 — Propriété. Soient F et F deux K-ev, et f € Z(FE, F). Alors: f <6E> = ﬁp

PREUVE. D’une part : f (ﬁE—l—ﬁE) =f <6>E) D’autre part : f <6>E+6>E> =f <6>E> + f <6>E> (f
étant linéaire)

On en déduit que : f (ﬁE> + f 6>E) = f(

E), puis la conclusion.

CONCLUSION. [f € Z(E,F)| = [f (ﬁE) = ﬁp}

QUESTION DE COURS 3 — Propriété :si f € £ (E,F), alors ker f est un sev de F et Im f est un sev
de F.

PREUVE. Soit f : E — F une application linéaire.
Montrons que ker f est un sev de F. Par définition, ker f est une partie de £ (SEV1). Le vecteur nul y
appartient (SEV2), puisque f ((E)) = O_F> pour toute f € Z(E,F) (QC2).

Il reste & établir que ker f est stable par combinaison linéaire. Soient U et U dans ker f, et Aet p deux
scalaires.

Alors : fANU +p ) =M (W) + puf (V) = )\O_; + u(ﬁ = (Iv); la premiére égalité provenant de la définition
d’application linéaire, et la seconde du fait que U et ¥ sont dans le noyau de f par hypothése.

Par conséquent : A\ + u7 € ker f, et ker f est donc stable par combinaison linéaire.

CONCLUSION 1. ker f est une partie de F, contenant 0 g, et stable par combinaison linéaire. Par suite,
ker f est un sev de F.
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Montrons que Imf est un sev de F. Par définition, Imf est une partie de F' (SEV1). Le vecteur nul (de
F) y appartient (SEV2), puisque 0_>F =f (@) pour toute f € Z(F,F) (QC2 encore).

Il reste & établir que Imf est stable par combinaison linéaire. Soient 4 et ¥ dans Im f, et Xet pu deux
scalaires.
— —
Par hypothese, il existe deux vecteurs @ et b de E tels que f (7) =Udetf ( b ) = . Par conséquent :
— —

f ()\E> + 1 b) =\ (@) + puf ( b) = AU + 17 ; la premicre égalité provenant de la
définition d’application linéaire, et la seconde des définitions respectives des Vegceurs U et .
Il s’ensuit que T+ ,u? € Imf (puisqu’il admet pour antécédent N+ b ). Ainsi Imf est stable par
combinaison linéaire (SEV3).

CONCLUSION 2. Imf est une partie de F', contenant 0 g, et stable par combinaison linéaire. Par suite, Im f
est un sev de F'.

QUESTION DE COURS 4 — Théoréme. Soient E et F' deux K-ev. Soit f € Z (E, F).

Alors : f est injective SSI ker f = {6)15}

PREUVE. On raisonne par double implication, pour faire preuve d’originalité.

» Supposons f injective. On a déja {ﬁ E} C ker f puisque ker f est un sev de E. Réciproquement, soit
7 un vecteur de ker f. Alors f (7) -0 r. Comme par ailleurs f est linéaire, on a aussi : f (6) E] = I r.
Donc f (7) =f (ﬁE>, et on en déduit ¥ = 6>E par injectivité de f. Ce qui assure que ker f = {ﬁE}
En résumé : [f injective] = [ker f= {WEH

» Réciproquement, supposons ker f :{ﬁE} Soient U et W deux vecteurs de E tels que f (7) =f (U)
Alors : (V) — f(W) = ﬁp, d’ott par linéarité de f : f(¥ — W) = 6>F. Par suite, ¥ — @ € ker f, et
puisque le noyau de f est réduit au vecteur nul par hypothése, on en déduit que T = 6> g, don: ¥ = .
On a ainsi établi que [f (7) =f (E?)] = [7 = E?], ce qui prouve l'injectivité de f.

Par suite : [ker f= {ﬁEH — [f injective].

CONCLUSION. [ker f= {ﬁEH <= [f injective]

QUESTION DE COURS 5 — Propriété : soient F et F' deux K-ev, et f € £ (F, F'). On suppose qu'il existe
une famille (71-)1»6[[1,”]] génératrice de E, cad une famille de vecteurs de E tels que E = Vect ((71')2-6[[1’”1]).
Alors :

I f = Vet ((f (¥4))epun)

PREUVE. » Montrons l'inclusion : Imf CVect ((f (71‘))2‘6[[1@]])- Soit V e Imf. Il existe un vecteur o de
E tel que : f (W) = V.

Puisque la famille (71-)1»6[[1771]] est génératrice de E : 3 (A1,...,\,) € K", U = Z N
i=1

Ainsi : V = f (i )\271> et par linéarité de f : V= zn:)\if (7;), don : V € Vect ((f (ﬁi))ie[[l,n]])'

i=1 i=1

Conclusion 1 : Imf C Vect ((f (vi))ie[[l,n]o




MPSI — Colle n°22 — 28 mars 2024 3
» Montrons l'inclusion : Vect ((f (71'))1-6[[17”]]) C Imf. Soit V € Vect ((f (7i))i€[[1,n]])'

Alors : 3 (Ar,...,\y) € K", 7:2%&;@(72

Par linéarité de f, on a : 7 =f (Z Ai7i>, d’ot 7 € Imf. | Conclusion 2 : Vect ((f (71'))1‘@[[1,11}]) CImf
i=1

BiLAN. Imf = Vect ((f (71'))2'6[[1@]])

QUESTION DE COURS 6 — Propriété (caractérisation des sev supplémentaires) : deux sev F' et
. —
G de E sont supplémentaires SSI FNG = { 0 } et E=F+G.

PREUVE. » Sens direct : supposons que F' et G soient supplémentaires dans E (cad E = F@G). En
particulier, on a déja £ = F + G.

Montrons que FF NG = {6)} Soit ¥ € FNG. Alors le vecteur ¥ peut s'écrire v = U+ 6> et
—~

eF e
= : : —
U= 0 4+ U .Lessev F et G étant supplémentaires dans F, on en déduit que : ¥ = 0. Par conséquent :
EF eG

FﬁG:{ﬁ}. Conclusionl:[E:F@G]:[FﬂGz{ﬁ} et E=F+G| (M)|

» Réciproquement : supposons que FF NG = { 0 } et £ = F + G, et considérons un vecteur arbitraire o de
E. La seconde hypothése permet d’affirmer qu’il existe 7 € Fet 7 € Gtelsque: ¥ = 7 + 7

— —
Il reste & établir 'unicité de cette ecrlture Supposonb qu’il existe ? et f dans F, et 7 et ¢ dans G tels
_>
.7:?—1—7&7 = f’+g Alors : 7—]"’ —_}g 7. Onendedmt que?—f’ € FNG. Par
hypothése, ceci implique que : f — f’ = O D’ou 7 f’ et donc ? = g

Par suite : V¥ € E, 3! (7,?) e FxaG, 72?—#7. Autrement dit : E = F@PG.

Conclusion 2 : [FNG = { }etE F+Gl = |[E=F@G| ()|

SYNTHESE. D’aprés () et (&) : [F NG = {ﬁ} et E=F+G| < |[E=F@G]

QUESTION DE COURS 7 — Propriétés (des projections) : soient F' et G deux sev supplémentaires de
E. On note pr la projection sur F' parallélement & G. Alors pr est un endomorphisme de E tel que p2F = pp.
En outre : ker (pr) = G et Im (pp) = F.

PREUVE. Soient F' et G deux sev supplémentaires de E (cad tels que E = F @ G). Par définition (de sev
supplémentaires) : V v e E, (?, ?) EFxG, U= ? + 7 On rappelle alors que la projection sur

F parallélement & G est I'application pr de E dans E définie en posant pp (7) = ?
» Montrons la linéarité de pp. Soient K4 et W deux vecteurs de E, et soient )\ et p deux scalaires. Puisque
E = F@PG, il existe deuX vecteurs ? et f’ dans F, et deux vecteurs 7 et g dans G uniques tels que :
T = 7 + 7 et W= f’ + g Notons déja que 7 pr (V) et f/ =pr (E?) (1).
En outre : A?—FME?:)\?—FMJC +)\7+ug : Dofl:pp(/\ﬁ—i-,uﬁ :)\74—/17 (b).

€F €G
On déduit de (b) et de (£) que : pp (AT 4 p@) = App (V) + ppr (). Ce qui prouve que pr est linéaire.
D’ou pr € Z(E) ‘




4 MPSI — Colle n°22 — 28 mars 2024

» Montrons que p% = pr. Avec les notations précédemment introduites : pF(7) = 7

Et puisque ? = i—k@, on a : p%(?) = pp(7) = 7 Il Sensuit que : VU € E, p%(?) = pF(7)

€F €G
Donc : p% =pr|
» Montrons que ker (pp) = G. Par double inclusion : si 7 € G, alors ¢ = 6)]; + ¢, dou pF(7) =0,
-

cad: ¢ € ker(pys). Ainsi : G C ker(pr).

Réciproquement, si v = 7 + 7 (toujours avec les mémes notations) est dans ker(pr), alors ? = 0pg,dou
U =¢. Par suite : ¥ € G, ce qui prouve l'inclusion : ker(pr) C G. ‘Finalement : ker(pp) = G ‘

» Montrons que Im (pr) = F. Il résulte de la définition que Im(pr) C F. Etablissons 'inclusion réciproque.

Pour tout 7 € F,ona: ? = 7 + 6>E, d’ou : ? = pr( f ). Par conséquent : 7 € Im(py), ce qui prouve
que : F C Im(pp).

‘Finalement cIm(pp) = F ‘

QUESTION DE COURS 8 — Propriété. Soit p e £ (F). On a :

(p est un projecteur de F) <= (E = ker(p) @ ker(idg — p))

PREUVE. » Montrons que (p est un projecteur de F) = (E = ker(p) @ ker(idg — p)).

Supposons que p est un projecteur de E.

Montrons que ker(p) Nker (idg — p) = {6);4&
C J

Supposons que W € ker(p) Nker (idg — p), alors p (W) = 6>E (puisque W e ker(p)) et p(E?) = (puisque
W € ker (idp — p)). D'ou W = 6>E Il s’ensuit que : ker(p) Nker (idg — p) = {ﬁE} ().

Montrons que E = ker(p) + ker (idg — p) par analyse-synthése.

Analyse. Soit ¥ € E. Supposons qu'il existe (?, ?) € ker(p) x ker (idg — p) tel que : v = 7 + ?

Alors : p (7) =p (?) +p (7) -0 e+ d (la premiére égalité provenant de la linéarité de p, et la seconde
des hypothéses faites sur ? et 7)
Ainsi: ¢ = p(7) Il s’ensuit que : 7 = - p(?)
Syntheése.  Soit ¥ € E. On écrit judicieusement : ¥ = (7 — p(7)) +p ()
—_—— =

7 g

Avec ces notations, on a :
> p(7) =p(@ —p(@) =p(7) = P(F) = p(F) = p(T) = T.* Doir: T = p(7) € ker(p) (9).
> p(q)=p(p (V) =p(V) (puisque p est un projecteur). D’ott p () € ker (idg — p) ().
> Enfin, il est immédiat que v = (7 — p(7)) + p(7) (M)

On déduit de (M), (V) et (&) que : E = ker(p) + ker (idg — p) ().

D’aprés (¢) et (b) : E = ker(p) @ker(idg — p).
CONCLUSION 1. (p est un projecteur de F) = (E = ker(p) @ ker(idg — p))

*. La premiére égalité provenant de la linéarité de p, et la seconde de ’hypotheése selon laquelle p est un projecteur.
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» Réciproquement, montrons que : (E = ker(p) @ ker(idg — p)) = (p est un projecteur de E).
Soit ¥ un élément de E. Par hypothése : 3! (7, 7) € ker(p) x ker(idg — p), ¥ = ? +7.

Muni des hypothéses faites sur ? et 7, on effectue sans difficulté les calculs suivants.

D’abord : p(7) =p (7) +p(q), dou:p(V)=7¢.
Puis : p2(7) = p(F) = 7 cad : 9 (T) = 7.

Par conséquent : VU € E, p? (7) = p(?) Donc : p? = p, ce qui signifie que 'endomorphisme p est un
projecteur.
CONCLUSION 2. (E = ker(p) @ ker(idg — p)) = (p est un projecteur de E)

BILAN. Soit p € Z(E). On a: (p est un projecteur de E) <= (E = ker(p) @ ker(idg — p))

METHODES ESSENTIELLES DU CHAPITRE 20

1. Montrer que “quelquechose” est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E :

a. En utilisant les axiomes “(SEVx)” (exo 1 de la banque)
b. En utilisant “un Vect” (exo 2 de la banque)

c. En utilisant “un ker” (exo 3 de la banque)

Déterminer une famille génératrice d'un sev (répétition du point 1.b, exo 4 de la banque)

Montrer qu’une application est linéaire (ou est un endomorphisme) (exo 5 de la banque)

Déterminer le noyau d’une application linéaire (résolution de f (7) = 0, exo 6 de la banque)

S s B9

Déterminer I'image d’une application linéaire

(en utilisant : f (Vect (U1,..., Un)) = Vect (f(T1),..., f(Un)), exo 7 de la banque)

6. Montrer qu’'une application linéaire est un isomorphisme/automorphisme (exo 8 de la banque)

7. Montrer que deux sev sont supplémentaires dans un ev E (exo 9 de la banque)
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BANQUE D’EXERCICES

EXERCICE 1 — On note E = € ([0, 1], C) le C-espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs
complexes.

1
Montrer que F' = {f € E, / f= 0} est un sev de F.
0

EXERCICE 2 — Dans E = R5[X], on considére I’ensemble F' des polynémes admettant (—2) comme racine
de multiplicité au moins égale a 3.

Montrer que F' est un sev de F.

EXERCICE 3 — Soit E = M, (R), et soit A € E.
On considére ’ensemble F' des matrices de E commutant avec A, cad : F = COM(A) ={M € E, MA= AM}.

Montrer que F' est un sev de F.

EXERCICE 4 — On pose E = Mj3(R). Soit F' I'ensemble des matrices de E telles que la somme des
coefficients de la deuxiéme ligne soit égale au double de la somme des coefficients de la premiére ligne.

Montrer que F' est un sev de F, et en déterminer une famille génératrice.

EXERCICE 5 — Montrer que application f : Ry[X]

Ro[X]  est un endomorphisme de Ry[X].
Pr————P— X?P’

EXERCICE 6 — Soit £ = (R, R), et soit w € R} . On considére 'application :
f+E E

y——y" +w?y
On admet que f est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau.

EXERCICE 7 — On considére I'application f : Mg (K) M; (K)

M M- MT
On admet que f € Z (M (K)). Montrer que Im f = As(K).

EXERCICE 8 — On considére I'application f : M (K) M, (K)

M M~ tr(M) I,
On admet que f € £ (M (K)). Montrer que f est un automorphisme de My (K).

EXERCICE 9 — Dans E = €*°(R,R), on considére les sev F'={f € E, f(0) =0} et G = Vect(cos).
Etablir que : E= FPG.
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BANQUE D’EXERCICES - CORRIGES

EXERCICE 1 — On note E = € ([0, 1], C) le C-espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs
complexes.

1
Montrer que F' = {f € E, / f= 0} est un sev de E.
0

D’apres I’énoncé F' est une partie de E (SEV1), et la fonction identiquement nulle sur [0,1] (qui est I E)
appartient clairement a F' (SEV2).

Soient f et g dans F, et (\,u) € C2.
Par linéarité de 'intégrale et par hypothése : /()\f + pug) = /\/f + u/g =0.Dou: (Af+pg) € F.

On a ainsi prouvé que : [f € Fet g€ F]= [V(\,pn) € C*, A\f +pg € F|
Ce qui signifie que F' est stable par combinaison linéaire (SEV3).

Conclusion. F' est une partie de E (SEV1), qui contient le vecteur nul de E (SEV2), et qui est stable par
combinaison linéaire (SEV3). Donc F est un sev de E.

EXERCICE 2 — Dans E = R5[X], on considére I’ensemble F' des polyndémes admettant (—2) comme racine
de multiplicité au moins égale a 3.

Montrer que F' est un sev de E.
5
D’apres la formule de Taylor dans R5[X] : VP € R5[X], P = Z
k=0
Par ailleurs, d’aprés le cours : (—2) est racine de P de multiplicité au moins égale a 3 SSI P(—2) = P/(-2) =
P"(—2) = 0.

Pk (-2)

o (X +2)

Il s’ensuit que P appartient & F SSI il existe 3 réels a, b et ¢ tels que : P = a (X 4 2)°4+b(X +2)*+¢ (X +2)°
Conclusion. F' = Vect ((X +2% (X +2)*, (X + 2)5>

EXERCICE 3 — Soit E = M, (R), et soit A € E.
On considére I’ensemble F' des matrices de E commutant avec A, cad : F = COM(A) ={M € E, MA= AM}.

Montrer que F' est un sev de F.

Observons que : MA = AM <= MA — AM = Oy, (r)-

Cette remarquable observation nous conduit & introduire I'application : f : M, (R) M, (R)
Mpr———MA—-AM

Soient (M, N) € M, (R)? et (A, ) € K2 On a :

fOAM +uN) =AM + puN)A—AAM + puN) = AMA+pUNA—AAM —pAN = \(MA—AM)+p(NA—AN)

Finalement : f (AM + uN) = Af(M) + pf(N). Ce qui prouve la linéarité de f.

Cette vérification faite, il est clair que : ker f = F'.
Conclusion. F' est un sev, en tant que noyau d’une application linéaire.
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EXERCICE 4 — On pose E = My 3(R). Soit F' 'ensemble des matrices de E telles que la somme des
coefficients de la deuxiéme ligne soit égale au double de la somme des coefficients de la premiére ligne.

Montrer que F' est un sev de F, et en déterminer une famille génératrice.
: o 5 [ a b c
Soit M € E. Par un calcul aisé : M € F<:>E|(a,b,c,d,e)€]R,M—<d . 2(a+b+c)—d—e>

D’Ol\l M e F <— 4 (a, b, c, d, 6) S R57 M = a(E11 +2E23)+b(E12+2E23)—|—C(E13+2E23)—|—d(E21—E23)—|—€(E22—Egg)
Conclusion. F' = Vect (E11 + 2E23, E12 + 2E23, E13 + 2E23, E21 — E23, EQQ — Egg)

F est un sev de Mg,g(R), et F = {E11 + 2Eo3, Eio 4+ 2E9o3, Eq13 + 2E9o3, Eo1 — Eog, Eoo — E23} est une famille
génératrice de F'.

EXERCICE 5 — Montrer que application f : Ry[X] Ro[X]  est un endomorphisme de Ry[X].

P— P X2p”

Soient P et ) deux polynomes de Ry[X], A et p deux réels. On a :
FOP +pQ) = (AP + uQ) — X2(A\P + Q)" = AP + pQ — AX2P" — pX2Q"

(essentiellement par linéarité de la dérivation).

Donc :  f(AP + Q) = AP — X*P") + (Q — X?Q") = Mf(P) + nf(Q)

En résumé, on a établi que : V (P,Q) € Ro[X], V(\, u) € R%, f(AP + uQ) = M (P) + pf(Q)
Conclusion. L’application f est une application linéaire de Ro[X] dans Ro[X]; c’est donc un endomorphisme

de RQ[X]

EXERCICE 6 — Soit £ = (R, R), et soit w € R} . On considére 'application :
f:E E

T — y// + w2y
On admet que f est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau.

Le noyau de f est par définition :
ker(f) = {9 € € (R,R), f(9) =0¢omm} <=  ker(f)={g€ ¢=([R,R), ¢" +w’g=0}

Déterminer ker(f) revient donc a résoudre I'équation différentielle ¢” + w?g = 0.
Or la solution générale de cette EDL2 archi-célébre est :

Vte R, g(t) = Acos (wt) + psin (wt)
Notons, pour tout réel t : fi(t) = cos (wt) et fa(t) = sin (wt).

Avec ces notations : g € ker f <= ¢’ +w?g=0<= I\, n) € R%, g = \fi + pufo <= g € Vect(f1, f2)

Conclusion. ker(f) = Vect(f1, f2)
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M (K)

EXERCICE 7 — On considére Uapplication f : Mg (K)

M——— M- MT

On admet que f € Z (M (K)). Montrer que Im f = As(K).
D’aprés le cours : My (K) = Vect(E11, E12, Fa1, E92)
D’ow, d’aprés le cours :  Imf = Vect(f (En), f (Ei2), f (E21), f (E2))
Des calculs sans difficultés donnent :

Im f = Vect(On, k), 12 — E21, Ba1 — B2, Ony (k) Par suite : Imf = Vect(E12 — Fa1)
Or Vect(E12 — E21) = A(K), puisqu'une matrice M € Ms (K) est antisymétrique SSI il existe A € K tel
que : M = \(E12 — Ea).
Conclusion. Imf = Vect (E12 — F21) = Ag(K)

EXERCICE 8 — On considére 'application f : M (K) Ms (K)

M~ M — tr(M) ]y
On admet que f € Z (Ms (K)). Montrer que f est un automorphisme de M, (K).

Puisque 'on admet que f est linéaire, il suffit de prouver que f est bijective.

» Injectivité de f. Soit M = < ‘2 2

M € ker f <= f(M) = Oyyx) <= M — tr

)e Mj (K). On a :

K) <= M = tr(M) I,

(M)IQZOMQ()
a b\ [(a+d 0 o
<:>(C d>_< 0 a+d><:>a—b—0—d—0

En résumé : M € ker f <= M = Oy, k). D’ou : ker f = {OMQ(K)}. Donc f est injective (#).

» Surjectivité de f. D’aprés le cours : My (K) = Vect(E11, Ei2, Eo1, F22)
D’out, d’aprés le cours :  Imf = Vect(f (E1), f (Ei2), f (E21), f (E2))
Des calculs sans difficultés donnent :
Imf = Vect(—Es9, Fh2, E21, —E11) = Vect(FEaa, E12, Eo1, F11) = Ma (K)  Donc f est surjective.

Conclusion. f est un endomorphisme bijectif de M3 (K). C’est donc un automorphisme de Ms (K).

EXERCICE 9 — Dans E = (R, R), on considére les sev F'={f € E, f(0) =0} et G = Vect(cos).
Etablir que : E = FPG.
Soit ¢ € FNG. Alors : A\ € R, ¢ = Acos. Puisque ¢ € F, on en déduit A = 0, d’ou ¢ = 6>E Par suite :
FNG= {ﬁE}
Montrons que F = F' 4+ G par analyse-synthése.
Soit ¢ € E. En s’inspirant de 'exemple fait en cours (avec “exp” a la place de “cos”), on obtient la décompo-
sition : ¢ = (¢ — ¢(0) cos) + ¢(0) cos. T
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cF ge
Conclusion. E=F G

1. Cette partie est naturellement & détailler en colle.



