Lycée Jean Bart — MPSI — 29 mars 202/

EXERCICES 21 — FRACTIONS RATIONNELLES

EXERCICE 1 — Déterminer la décomposition en éléments simples de C(X) des fractions rationnelles suivantes :
o 3X o X+3 ' F_X2+3X+7' po X1
T XX DX +2) T X+1) (X2 -4 ST X2 _3X 42 TTX(X —1)2
3X2-X+10

EXERCICE 2 — 1/ On considére la fraction rationnelle : F = XT12X3 _7X2 _8X 112

a/ Quel est le degré de F'?7 Quelle est sa partie entiére ?
b/ Décomposer en éléments simples F' dans R(X).
Indication : les réels 1 et 2 sont racines du dénominateur.
N

2/ Pour tout entier N > 3, on pose : Sy = Z
n=3

3n?—n+10
nd+2n3 — 2 —8n+12°

a/ Calculer Sy pour tout entier N > 3.

b/ Déduire de la question précédente que la suite (Sy), est convergente, et préciser Nlim SN
—+00

X2 45X -2
X4 _9X3 - X2492X°

EXERCICE 3 — 1/ On considére la fraction rationnelle : F =

Décomposer en éléments simples F' dans R(X).

Indication. Dans cette question, vous pouvez utiliser sans les justifier les éléments que wvoici : le polyndéme

Q= X*—2X3—-X242X ne posséde que des racines simples ; 2 est racine de Q ; enfin, Q posséde deux racines
0pposées.

N

2/ Pour tout entier N > 3, on pose : Sy = Z

n=3

n%+5n—2
nt —2n3 —n242n’

Etablir que la suite (Sxy), est convergente, et déterminer lim Shy.
N—r+o00

EXERCICE 4 — Théorique, mais pas trop compliqué 1.

Démontrer les propriétés du degré dans K(X), a savoir :

V(Fi, Fp) € K(X)?,  deg(FiFy) = deg(Fy) + deg(F») et deg(Fy + F») < max (deg(F}), deg(F))

EXERCICE 5 — Théorique, mais pas trop compliqué 2. Démontrer que (K(X), 4, x) est un corps.



2 MPSI — Fractions rationnelles

EXERCICE 6 — ? Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Déterminer la décomposition en éléments simples de
C(X) de :

Indication : on n’utilisera surtout pas la méthode d’identification :-)

\ o

EXERCICE 7 — ™ Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Déterminer la décomposition en éléments simples de
C(X) de :
anl
F =
Xn—1

Indication : on n’utilisera surtout pas la méthode d’identification non plus!

EXERCICE 8 — ﬁ Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Déterminer la décomposition en éléments simples de
C(X) de :
|
e n!
XX+1)---(X+n)
X 4X?+8X +1
EXERCICE 9 — ? On considére la fraction rationnelle : F + i

T X3 13X244X 112
On pose : Q = X3 +3X2 +4X +12.

1/ Verifier que zp = 21 est racine de Q.

2/ Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle F'.

\ o

EXERCICE 10 — ™ Calculer I'intégrale :

3
1
I = d
/2 B_1"

Q.
EXERCICE 11 — Déterminer une primitive sur R de :

1

reER+— ——
fix 4+ 1
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QUELQUES PISTES ET ELEMENTS DE REPONSES

EXERCICE 1 — [} = 3X 1 11 ~|—1 !

TX DX FD(X+2) 3X+2 2X+1  6X—1
" X+3 11 2 1 +i 1
T X+D)(X2-4) 4X+2 3X+1 ' 12X-2
F_X2+3X+7_1+ 17 1
PTX?2-3X+2 0 X-2 X1
- X+1 _3+L 3 4 2
TTX(X 1) X X2 (X—1) (x—1)2

3X? - X +10
EXERCICE 2 — 1/ On consideére la fraction rationnelle : F = X1 ox3 — 7X2+— RX 112
3X2 - X +10

a/ D’aprés le cours : | deg <X4+2X3—7X2+— 8X+12):_2'La partie entiére de F' est donc .

b/ Notons Q = X* + 2X3 — 7X? — 8X + 12. D’aprés I’énoncé, Q admet 1 et 2 pour racines. Il s’ensuit que
(X — 1)(X — 2) divise le polynéme Q.

En effectuant la division euclidienne de @ par (X — 1)(X — 2), on obtient : @ = (X — 1) (X — 2)(X? +5X +6).
Le polynome du second degré se factorisant aisément, on en déduit que : @ = (X — 1)(X — 2)(X 4 2)(X + 3).

3X2 - X +10

Par suite : F' = X-DX (X +2(X +3)°

On déduit de cette écriture et du théoréme de la décomposition en éléments simples dans R(X) que :

a b c d

A (a.bc.d) € R, F=
(a,b,¢,d) € R, X 1 X_2 X112 X3

Puisque F' ne posséde que des podles simples, les réels a, b, ¢ et d peuvent étre trouvés a l'aide de la formule du
cours idoine. *

En notant P = 3X%2 — X +10, et Q = X* +2X3 —7X2 - 8X +12,0on a : Q' = 4X3 +6X? — 14X — 8. Par
conséquent :

_PM _ 12, P _20 P2 24 __ . P340 __
QU —12- U 'Tore 20 0 T 12”7 YT —20

: 3X? - X +10 1 1 2 2
Conclusion. =

X-DX-2)(X+2)(X+3) X-2 X—-1 X+2 X+3/

2/ Soit un entier N > 3. D’aprés la question précédente :
N N
3n? —n+10 1 1 2 2
Sy = = _ _
N Zgn4+2n3—7n2—8n+12 ;[n—Q n1 ni2 nt3

”. Les coeflicients a, b, ¢ et d peuvent également étre obtenus par “multiplication/évaluation”.
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D'ou : Sy = (i {niQ—nil]> +2<§: [n—li-Q_n—li-?)])

n=3 n=3
Ayant reconnu deux sommes téléscopiques, on en déduit que :

G G 1\ 7 1 9
NN 5 N+3) 5 N—-1 N+3

7 1 2
lusi VN N > ) . o
Conclusion. VN € N, 3, Sn 5 N—-1 N+3

7
3/ On déduit immédiatemment de ce qui précéde que : | (Sn), est convergente, et Nlim Sy = =
——+00

EXERCICE 3 — 1/ Avec les indications de ’énoncé, on obtient aisément :
X4 —2X3 - X2 42X =X (X-1)(X+1)(X -2)

Puisque la partie entiére de la fraction rationnelle F' est nulle, et que tous ses pdles sont simples, il existe un unique
quadruplet (a, b, c,d) de réels tels que :
X?24+5X -2 a b c d
X1 2X3 X?i2X X X1 X+1 X 2
Ces réels peuvent étre déterminés par “multiplication-évaluation”, ou directement grace a la formule du cours
“P(a)/Q'(«)”. En notant P et @ les numérateur et dénominateur de F respectivement, on a :

PO, PO P PR
=0 U "o Tocy Y Tor
X24+5X -2 1 1 2 2

Conclusion.

X oxX3_X?+2X X+1 X X—2 X_—1|

2/ Soit N un entier > 3. D’apreés la question précédente, on a :

N 2 N
n” +5n — 2 1 1 2 2
SN_;n4—2n3—n2+2n_T§<n+1n+”_2”_1)

oY (RTNES B o S N DU S Y (P
- n+1 n n—2 mn—1) N+1 3 N -1

n=3

On en déduit que : SN:§+N—|—1_N—|—1'

En particulier, la suite (Sy) est convergente et :| lim Sy = —|
N—+o00 3

EXERCICE 4 — Ultiliser les propriétés connues du degré pour les polynoémes.

EXERCICE 5 — Observer que (K(X),+) est un groupe abélien, que la loi x est associative, commutative, posséde
un neutre, et que tout élément non nul de K(X) est inversible.
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Pla
EXERCICE 6 — Utiliser la “formule miracle : \; = /(al) 7,
Q' (i)
o . (ci)
EXERCICE 7 — Utiliser la “formule miracle : \; = 7,
Q' (ev)
P .
EXERcCICE 8 — Ultiliser la “formule miracle : \; = ,(al) 7,
Q' (i)
4X? +8X +1
EXERCICE 9 — Ona: F = + * On pose : Q = X2 +3X%2 +4X +12.

X3 4+3X2 +4X 412
On vérifie aisément que Q(2i) = 0.

Puisque @ est a coefficients réels, on en déduit que (—2i) est également racine de Q. Il s’ensuit que (X — 2i) (X + 2i) =
(X 24+ 4) divise Q. Le polynoéme @ étant de degré 3, de coefficient dominant 1 et de coefficient constant 12, on a :
Q= (X?+4)(X +3).

Conclusion. La DPI de Q = X3 +3X2 +4X + 12 dans R[X] est : Q = (X? +4)(X +3)|.

b/ La fraction rationnelle F' est de degré —1; sa partie entiére est donc nulle. D’aprés le théoréme de la décompo-
sition en éléments simples dans R(X) :

a bX +c
I (a,b R3, F =
P(-3) 13

Puisque —3 est un pole simple de F, on a : a =

= — = ]_
Q(-3) 13
En procédant (une fois n’est pas coutume) par identification, on obtient le systéme :

b+1 = 4

c+3b = 8 <:>{ cﬂz_l
44+3c =1 o
. 4X%2+8X +1 1 3X — 1
Conclusion. La DES de F = Xl L AX 1 12 dans R(X) est : F = X3 + Sl
o 1
EXERCICE 10 — Une primitive sur [2,3] de 2 — — 1 est :
x J—
1 1 3 2 1
a:n—)gln(x—l)—6ln(:c2+m+1)—\garctan( x\/g )

La valeur de I s’en déduit.

1

A1 est :

EXERCICE 11 — Une primitive sur R de = —

21— 27521 (iii—\\gii) +273/2 (arctan (\/ix - 1) + arctan (\[296 + 1))



