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MATHS - CORRIGE DU TEST DU 02/06/21

EXERCICE 1 — ]FRACTIONS RATIONNELLES‘

L’objet de cet exercice est d’établir que la série de terme général u, = ——— est convergente et de calculer sa somme,
n3 —mn

c’est & dire de prouver que la limite

N
4
lim ( g 3 ) existe et est finie, et de déterminer sa valeur.
N —+o00 n2 —n

1/ Décomposer en irréductibles dans R[X] le polynome Q = X3 — X.
La décomposition en irréductibles dans R[X] de Q est : Q = X (X —1)(X +1).

4

2/ On considére la fraction rationnelle : F= X%
Déterminer la décomposition en éléments simples de F' dans R(X).

4
XX D)X +1)

D’apreés la question précédente : F' =

Puisque F' est une fraction rationnelle de degré strictement négatif n’ayant que des poles simples, le théoréme de
décomposition en éléments simples dans R(X) assure existence et 'unicité d’un triplet de réels (a, b, ¢) tel que :

D’apres le cours :

a=—4; b=2; c=2
Conclusi La dé iti cléments simples de ' dans R(X) est : F' = 2 4+ 2
onclusion. La décomposition en éléments simples de ans est: =5 -5t 57
AN
3/ Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 2. Calculer : Sy = Z 3
=n’—n

Soit N un entier naturel > 2. D’aprés la question précédente :
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N Z(n—l n+n+1) nz_;(n—l n n+n+1> 7Z;(n—l n>+;(n+1 n)

n=2
_o 2 L 2 1= 2 n 2
" N N+1 =~ = N N+1
Conclusi YVNeN, N>2 S 1 2 + 2
onclusion. > 2, =1-=4+—
’ N N " N+1
4/ En déduire : lim Sy. D’apres la question précédente : lim — =1
N—+oco N—4+ocon®° —n
Avec la terminologie du chap 25 : la série de terme général u,, = ——— est convergente et a pour somme 1.

n3



EXERCICE 2 — ’SEV DE R[X], SEV DE R(X)‘

Dans R[X], on considére les trois polynomes :

P=X-2; Q=X+2; e R=X2>-14

1/ Démontrer que la famille B = {P, @, R} est une base de Rz[X].
Soient a, b et ¢ trois réels tels que : aP 4 bQ + cR = 0.
Alors : a(X —2) 4+ b(X +2) + ¢(X? — 4) = 0. Par évaluation en 2, on a : 4b = 0. D’ot1 : b = 0.
D'oit : a(X —2) + ¢(X? — 4) = 0. Par évaluation en —2, on a : —4a = 0. D’oi1 : a = 0.
Dot : ¢(X%?—4)=0. Dou: c=0.
En résumé : [aP+bQ +cR=0=[a=b=c=0].

On en déduit que la famille B est libre. Puisqu’en outre son cardinal est égal a la dimension de Ry[X], on peut
conclure.

Conclusion. B est une base de Ry[X].
2/ Dans K(X) (I’espace vectoriel des fractions rationnelles a coefficients réels), on considére le sous-espace vectoriel :
1 1 1
F=Vect|—=, =, =
- <P’ Q R)
Déterminer la dimension de F.

Puisque X2 —4 = (X — 2)(X +2), le théoréme de la décomposition en éléments simples dans R(X) assure que :
1 11 1 1
= € Vect, <P’ Q). D’ou : F' = Vect <P’ Q)l

1
— ¢ est une base de F'.
Q }

1 1 1
Puisque P et a ne sont pas colinéaires, on en déduit que la famille {P’

Conclusion. dim I’ = 2,

EXERCICE 3 — ]SEV DE MATRICES‘

Dans cet exercice, on note E = M3(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées a 2 lignes et 2 colonnes a coefficients
réels.

On note B = {E11, E19, F21, E22} la base canonique de E.

Enfin, on note :

1/ On consideére le sev :

H = Vect (Ml, M27M3)

Etablir que H est un hyperplan de E.

a b+c

Soient a, b et ¢ trois réels tels que : aMy+bMa+cMz = Oy, (r). Alors : ( b—c 2

>:0M2(R).D’ou:a=b=c=0.

La famille { M7, Ms, M3} est donc libre, et génératrice de H : par suite, c¢’est une base de H.
Conclusion. dim H = 3. Donc H est un hyperplan de M2 (R) (puisque Mz (R) est de dimension 4).



2/

3/

4/

5/

Justifier que :

E = H & Vect(I)

Si I appartenait a H, il existerait trois réels a, b et ¢ tels que : Iy = aM; + DMy + cMs = 0. Cette égalité impliquerait
en particulier : @ = 2a = 1, ce qui est absurde. Donc : Iy ¢ H.

Conclusion. Puisque H est un hyperplan de Ma(R), et que Is ¢ H, le cours assure que : E = H € Vect(Lz).

On introduit & présent la famille :

B’ = {M, My, M3, I}

Etablir que B’ est une base de FE.
D’apres la question précédente et ’énoncé, on a :

E = H + Vect(Iz) = Vect (My, My, M3) 4+ Vect(Iy) = Vect(My, My, M3, 15)

1l s’ensuit que B’ est génératrice de E. Puisqu’en outre son cardinal est égal & la dimension de Ms(R), on peut
conclure.

Conclusion. B’ est une base de Ry[X].
Ecrire la matrice de passage P de la base B & la base B’.
0
1

D’aprés le cours : Pgp> =

—_

0
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O = = O
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Donner les coordonnées de la matrice Iy dans la base B, ainsi que dans la base B’.

Ona:ly=Fi1+ Fog, et Io =1s. ..
Les coordonnées de la matrice Iy dans la base B sont donc : (1,0,0,1).

Les coordonnées de la matrice I dans la base B’ sont donc : (0,0,0,1).

EXERCICE 4 — | UN EXERCICE POLAIRE...

D’apreés le cours, toute fraction rationnelle & coefficients réels peut s’écrire de maniére unique comme somme d’un polynéme
a coefficients réels, et d’une fraction rationnelle & coefficients réels de degré strictement négatif.

Plus formellement, I'affirmation précédente signifie que pour toute fraction rationnelle F' € R(X) :

I(R,G) € RIX] xR(X), [F=R+G et deg(G) < 0]

On rappelle que le polynome R est appelé partie entiére de F, et la fraction rationnelle G partie polaire de F.



On considére 'application ¢, qui & une fraction rationnelle associe sa partie polaire :

o R(X) R(X)
F=R+G+——G(G

Question. Etablir que ¢ est un endomorphisme de R(X), et préciser son image et son noyau.

Soient F et Fy dans R(X). Alors :
I (Ry, Re,G1,Go) € R[XP X R(X)Q, [F1 = R1 + Gy, Fo = Ry + Ga, deg(Gy) < 0et deg(G2) < 0]
Soit (A, 1) € R%2. On a :

AFy 4 pFy = (AR1 + pR2) + (AGh + pGs)
R G

Dans cette écriture, R est trivialement un polynome, et G est une fraction rationnelle de degré strictement négatif (puisque
G1 et G2 le sont, et d’aprés les propriétés du degré dans R(X)).

On en déduit que R est la partie entiére de A\Fy + uFs, et G sa partie polaire. En particulier :
PAFL + pFy) = G = MGy + pGa = Ap(F1) + g (F2)

Ce qui prouve que ¢ est linéaire. Puisqu’en outre ¢ est définie et & valeurs dans R(X), c’est un endomorphisme de R(X).

> Soit F' € R(X). Reprenons la notation utilisée depuis le début de l'exo : F = R+ G. On a :
F € kerp <= ¢(F) = Og(x) &= G = Op(x) <= I € R[X]

D’ou : ker p = R[X].

Par ailleurs, pour tout F' € R(X), ¢(F) est une fraction rationnelle de degré strictement négatif. Et réciproquement, si
F' est une fraction rationnelle de degré strictement négatif, alors F' = ¢(F), donc F appartient a 'image de ¢.

En résumé, 'image de ¢ est I’ensemble des fractions rationnelles de degré strictement négatif.

Conclusion. ¢ est un endomorphisme de R(X), ker p = R[X] et im ¢ = R(X).!

Remarque 1. L’endomorphisme ¢ est non surjectif et non injectif.
Remarque 2. R(X) est un sev de R(X), et on a : R(X) = RIX] P R(X)<o.

Remarque 3. L’endomorphisme ¢ est la projection sur R(X).o parallélement a R[X].

1. En ayant noté R(X)<o la partie de R(X) constituée des fractions rationnelles de degré strictement négatif.



