Lycée Jean Bart — MPSI — 12 avril 2024

COLLE 24 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS 1 — Propriété. Soient vy,..., v, n vecteurs d'un K-ev F.
La famille .% = (Ui)ié[[l'n]] est lice SSI il existe un entier i € [ 1,n | tel que : v; € Vect (v1,...,05,...,0,).
PREUVE. » Sens direct. Supposons que la famille # = (v;),¢p,.,y est lice.

Alors il existe (aq,...a,) € K"\{0kn}, Z a;v; = 0. Puisque le n-uplet est non nul, il existe i € [ 1,7 ]
i=1

n n
. . a
tel que a; # 0.* On peut alors écrire :  a;v; = — Z apv, doul w; = Z (——k) Vg,
) ) Q;
k=1,k#i k=1 ki
Par suite : v; € Vect (v1,...,0;,...,0,) ce qui prouve la premiére implication.
» Réciproque. Supposons qu'il existe i €[ 1,n ] tel que v; € Vect (vy,...,0;,...,v,). " Alors il existe
n
(n — 1) scalaires ay,...,Q;,. . ., tels que : v; = Z apvg. Il existe donc n scalaires fy,...,3, non tous
k=1 ki

nuls tels que Z axvr = Og (en ayant posé [, = ay pour tout k # i, et a; = —1). D’ou la famille % est

k=1
liée, ce qui acheve la preuve de la seconde implication.

Conclusion. .7 = (v;);c[;,,) est liée SSTil existe un entieri €[ 1,n | tel que:v; € Vect (vy,..., ;. .., vp).

QUESTION DE COURS 2 — Théoréme (existence d’un supplémentaire en dimension finie).
Soient E un K-ev de dimension finie, et F' un sev de E. Il existe un sev G de E tel que : E = F P G.

PREUVE. Notons n = dim £, et considérons F' un sev de E. F' est de dimension finie (notons p = dim F')
et on a 0 < p < n. Lorsque p =0 ou p = n, la propriété est immédiate (£ = {0g} P E = EP {0g}).
Par la suite, on peut donc supposer que : 1 < p<n—1.

Puisque F est un espace vectoriel non nul, il admet une base : %, = {v,...,v,}. Cette base est en
particulier une famille libre de E'; d’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe (n — p) vecteurs
wy,. .., Wy—p de E tels que la famille = {vy,...,v,,wq, ..., w,—p,} est une base de E.

Montrons que : E = F @ G avec G = Vect (w1, ..., w,_p).

» Observons que : F' + G = Vect (vy,...,v,) + Vect (wy, ..., w,_,) d'ot :
F + G = Vect (v1,...,0p,w1,...,W5_p)

La famille & étant une base de F, elle est en particulier génératrice de E. D'ou: | FF+ G =FE (#) |

p n—p
» Soit V€ FNG. Alors il existe n scalaires ayq,...,0,01,. . .,0h—p tels que : V = Zaivi = Zﬁjwj.
j=1

i=1

p n—p

On en déduit que : Z U — Z Bjw; = O0g. Puisque # est en particulier une famille libre de E, on en
i=1 j=1

déduit que tous les a; et tous les f; sont nuls. Par suite : V =0g. D'ot: FNG = {0g} ()|

» On déduit alors de (#), (&) et de la caractérisation des sev supplémentaires que £ = F @@ G.

Conclusion. Tout sev d’'un K-ev de dimension finie £ admet un supplémentaire dans F. ‘

*. Quitte & renuméroter les vecteurs, on peut supposer que a1 # 0, et achever la preuve avec cette hypothése.
1. Quitte a renuméroter les vecteurs, on peut supposer que v; € Vect (ve,...,v,), et achever la preuve avec cette
hypothese.
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QUESTION DE COURS 3 — Théoréme (des 4 dimensions). Soient £ un K-ev de dimension finie,
et F' et G deux sev de E. Alors : dim (F + G) = dim F' + dim G — dim (F N G)

PREUVE. » Puisque F et GG sont deux sev de F, et que E est de dimension finie, F' et G sont également
de dimension finie. L’intersection F' N G est donc elle aussi de dimension finie. Par suite /"N G admet un
supplémentaire dans F' que nous noterons H; on adonc | (FNG)PH=F (M)|

» Montrons que H et GG sont supplémentaires dans F' + G

En premier lieu : H + (FNG)=F,dou H+ (FNG)+ G = F + G. Or puisque (FNG) C G, on a :
H+(FNG)+G=H+G.Parsuite: F+G =H +G.

En second lieu : HNG = (HNF)NG car H est inclus dans F, ce qui implique : (H N F) = H. On en
déduit, par associativité de I'intersection que : HNG=HN(FNG). Or HN(FNG) ={0g} car H et
(F'N G) sont supplémentaires dans F' par hypothése.

Donc: | F+G=H@G (&)

On déduit de (#)* que : dim H = dim F — dim (F N G) ; et de (&) que : dim H = dim (F + G) — dim G.
En identifiant ces deux expressions obtenues pour dim H, on obtient :

dim F' —dim (F N G) = dim (F + G) — dim G

puis la conclusion : |dim (F + G) = dim F' + dim G — dim (F N G) |

QUESTION DE COURS 4 — Propriété (caractérisation des supplémentaires en dimension finie).

Soient F un K-ev de dimension finie, F' et G deux sev de E. Alors :

dim £ = dim F 4+ dim G

E:F@G‘:*{FmGz{oE}

PREUVE. La preuve présentée ci-dessous (par équivalences successives) est une variante de celle faite en
classe (par double implication). Vous pouvez évidemment la présenter en colle, en justifiant bien a l’oral
les trois équivalences.

Soient F un K-ev de dimension finie, F' et G deux sev de E. On a :
B E=F+G dim F = dim (F + G) dim £ = dim F + dim G
E_FGDG(:){FHG:{OE} {FmG:{oE} {FﬂG:{OE}

La premiére équivalence provient de la caractérisation des sev supplémentaires (celle du chap 20); la
seconde s’obtient en observant que E est 'unique sev de E de dimension dim F'; la derniére est une
application du T4D, en utilisant le fait que F NG = {0g}.

dimF =dim F +dim G

Conclusion. £ = FP G <~ { FAG={0g)

1. Et de la formule donnant la dimension d’une somme directe : dim (Fy @ Fp) = dim F; 4 dim F5.
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QUESTION DE COURS 5 — Propriété. Soient £ un K-ev de dimension n, H un hyperplan de E et
v un vecteur de E tel que v ¢ H. Alors : E = H @ Vect (v).
PREUVE. D’aprés le T4D : dim (H + Vect (v)) = dim H + dim Vect(v) — dim(H N Vect(v)).
Or dim H =n — 1 (H étant un hyperplan de F), et dim Vect(v) = 1 (puisque v # Og).
D’ou : dim (H + Vect (v)) = n — dim(H N Vect(v)) (M)
Par ailleurs : {Og} C (H N Vect (v)) C Vect (v). Il s’ensuit que : 0 < dim (H N Vect (v)) < 1.
Donc dim (H N Vect (v)) = 0 ou dim (H N Vect (v)) = 1.

Par I’absurde, supposons que : dim (H N Vect (v)) = 1. Alors : H N Vect (v) = Vect(v) puisque H N
Vect (v) est contenu dans Vect (v), et que ces deux espaces auraient alors la méme dimension. Cette
égalité impliquerait v € H, ce qui est en contradiction avec I’hypothése faite sur v.

On en déduit que : dim (H N Vect (v)) =0, d’'out : H N Vect (v) = {0g} ().
On déduit alors de (#) et (&) que : | E = H & Vect (v)

QUESTION DE COURS 6 — Théoréme (classification des ev de dimension finie). Tout K-espace
vectoriel de dimension n est isomorphe a K”.
PREUVE. Soit £ un K-ev de dimension n non nulle.® E admet une base & = {vy,...,v,}. On définit
alors les applications
bp p: K” E et (I ) K"
n Vi——(21,...,2,)
(g, ) —= Zaivi

i=1

ou 'on a noté (z1,...,z,) le n-uplet des coordonnées du vecteur V' dans la base %.

Il est immeédiat que ¢ et 1 sont linéaires, p o) = idg et ¥ o p = idg~. On en déduit que ¢ et 1) sont des
isomorphismes, d’ou la conclusion : ‘tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™ ‘

Interprétation. A un isomorphisme prés, K" est I'unique K-espace vectoriel de dimension n. ‘

Interprétation libre... A un costume prés, il existe un unique Manneken-Pis.

:

De la méme maniére : » l'espace vectoriel Dy(R) = Vect (F11, Ea);
» l'espace vectoriel : Ry [X] = Vect(1, X);
» l'espace vectoriel F' des solutions (& valeurs > lisep@(;f eve&tozlel E_ (ies Silf %;(i” telles
réelles) de 'EDL2 y” — 3y’ + 2y = 0, cad : k p tnez = St 7 B S
F = Vect (z +— e®,x — ¥); E = Vect (((%) ) ,((%5) ) )
neN neN

sont quatre costumes différents pour le méme R-espace vectoriel R2.

§. Sinon F = {0g} et il n’y a pas grand chose a faire. ..
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BANQUE D’EXERCICES

EXERCICE 1 — Soit E = Ry[X]. On considére la famille B’ = {Ly, Ly, L3}, les polynéomes Lo étant
les polynémes interpolateurs de Ro[X] associés aux réels 0, 1 et 3.

1/ Ecrire la matrice de passage Pgpr, avec B = {1, X, X?} la base canonique de Ry[X].

2/ Soit P = aX?+bX +c € Ry[X]. Donner la formule permettant d’obtenir le triplet X/ des coordonnées
de P dans la base B’ en fonction de Pgp et du triplet Xz des coordonnées de P dans la base B (on ne
demandera pas d’effectuer ce calcul).

EXERCICE 2 — Soit n € N.
Montrer que application linéaire ¢ : P € K, [X]| — (P — P’) € K,[X] est un automorphisme de K, [X].

EXERCICE 3 — Dans E = M, (R), on considére 'ensemble F' des matrices dont la somme des coeffi-
cients est nulle.

Etablir que F' est un hyperplan de F; puis déterminer trois supplémentaires de F' dans E.

EXERCICE 4 — Dans F = M, (R), on considére H = {A € My (R), tr(A) =0}, et D = Vect (Es2).
Etablir que My (R) = HE D.

EXERCICE 5 — Dans E = K4[X], on considére F' = {P € E, 6 est racine de P de multiplicité > 2},
et G = Vect (1,2X + 3).

Etablir que K4y[X] = FEPG.

EXERCICE 6 — Dans le R-ev R(X) des fractions rationnelles & coefficients dans R, on considére le

sev :
1 1 1

G = Vect (}’—X—l’—X—Q)

1 1 1

1/ Justifier que la famille B = {Y’ Y 1Y% 3

} est une base de G.

X+1
2/ Soit F = ram 3;2 X Montrer que F' € G, et déterminer les coordonnées de F' dans la base B.
EXERCICE 7 — Dans le R-ev E = €°(R, R) on considére la famille :

B= {sin, sin?, sin®, sin?, sins}
1/ Etablir que la famille B est libre.
2/ On note F' = Vect(B), et g la fonction x € R — sin(5x).

Montrer que g € F, et déterminer les coordonnées de g dans la base B.
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BANQUE D’EXERCICES - CORRIGES

EXERCICE 1 — Soit E = Ry[X]. On considére la famille B’ = {Ly, Ly, L3}, les polynéomes Lo étant
les polynomes interpolateurs de Ro[X] associés aux réels 0, 1 et 3.

1/ Ecrire la matrice de passage Pppr, avec B = {1, X, X?} la base canonique de Ry[X].

Déterminons les polynomes interpolateurs de Lagrange de Ry[X] associés aux réels 0, 1 et 3.

Par définition : Ly = % (X —-1)(X—-3) = éXQ - §X+ 1
Par définition : L; = —%X (X —3) = —%XQ + gx
Par définition : Ly = %X (X —1) = %XQ — éX
1 0 0
CONCLUSION. La matrice de passage de la base B a la base B’ est : Pgp = —% % —%
Lo

2/ Soit P = aX?*+bX +c € Ry[X]. Donner la formule permettant d’obtenir le triplet X/ des coordonnées
de P dans la base B’ en fonction de Pgp/ et du triplet Xp des coordonnées de P dans la base B (on ne
demandera pas d’effectuer ce calcul).

D’aprés la formule du changement de base, on a : Xg = P pXp.

c

Or, selon I’énoncé Xp = b | ;etselon le cours : Ppp = Py ]_13,.
a
c
-1
CONCLUSION. Xp = Pgp | b
a
EXERCICE 2 — Soit n € N.

Montrer que I'application linéaire ¢ : P € K, [X] — (P — P’) € K,,[X] est un automorphisme de K, [X].
» L’espace vectoriel K,,[X] a pour base canonique & = (X"),_ (0]
Il s’ensuit que : img = Vect ((gp (X"),e [[O,n]])'

Or: (¢ (X))icqom = (X" =X,y La famille des polynomes X — i X'~ est libre car échelonnée,
et de cardinal (n+ 1) égal a la dimension de K, [X]. C’est donc une base de K, [X]. D’ou : imp = K, [X].
Donc I'endomorphisme ¢ est surjectif.

» Par ailleurs : P € kerp <= p(P)=0<= P =P <= P =0
On en déduit que : ker p = {6} Donc I'endomorphisme ¢ est injectif.
Il s’ensuit que ¢ est un automorphisme de K, [X].

CoNcCLUSION. ¢ € GL(K,[X])
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Remarque. L’énoncé ne demandait pas de prouver la linéarité de ¢, ni sa bonne définition. Si tel
n’avait pas été le cas, il aurait fallu observer que I’application ¢ est bien définie, car pour tout polynéme
P de degré au plus n, P — P’ est un polyndéme de degré au plus n. En outre, un calcul aisé permet
d’établir que ¢ est linéaire, c’est a dire que pour tout couple (P,Q) de polynémes de K,[X] on a :
V (N ) € K2 o( AP+ uQ) = Ap(P) + pp(Q). Par suite : p € £ (K,[X]) .

EXERCICE 3 — Dans E = M (R), on considére I'ensemble F' des matrices dont la somme des coeffi-
cients est nulle.

Etablir que F' est un hyperplan de F; puis déterminer trois supplémentaires de F' dans E.

Soit M € E. On a :
MeF@H(a,b,c)eRiM:(a b )

¢c —a—b—c

<— 1 (a,b, C) c Rg, M =a (EH — EQQ) +b (E12 — EQQ) +c (Egl — Egg) <= M € Vect (Ml,MQ,Mg)
—_———— ————— —_————
My Mo M3

Ainsi : F' = Vect (Ml, Mg, Mg)
Ce qui assure que F est un sev de E, et que B = { My, My, M3} est une famille génératrice de F.

Justifions que B est une famille libre. S’il existe trois réels a, b et ¢ tels que aM; + bMsy + cM3 = Og,

alors :
a b (00
c —a—b—c ) L0 O

On en déduit immédiatemment que a = b = ¢ = 0. Ce qui prouve que la famille B est libre.
Par suite B est une base de F. D’ot : dim F =3 = dim £ — 1.
Ce qui prouve que F' est un hyperplan de E.

D’apreés le cours, on peut alors affirmer que F = F' @ Vect (N), avec N une matrice quelconque de M, (R)
n’appartenant pas & £. 4 On a donc par exemple :

My (R) = F @ Vect (1) = F @ Vect (E11) = F @ Vect (E12) = F @ Vect (diag(2,3)) ete. ..
EXERCICE 4 — Dans F = M, (R), on considére H = {A € My (R), tr(A) =0}, et D = Vect (Es2).
Etablir que My (R) = HE D.

Soit M € E.On a:
M € H < 3(a,b,c) € R?, M:(z b )

<~ 3 (Cl,b, C) € R3, M=a (Ell — EQQ) -+ bE12 + CE21 < M c Vect <E11 — EQQ,Elg, E21>

Ainsi : H = Vect Ell - EQQ, E127 E21
———
My
Ce qui assure que H est un sev de E, et que B = {Mj, E1o, E51} est une famille génératrice de H.

€. 1l suffit de choisir pour N une matrice dont la somme des coefficients n’est pas nulle.
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Justifions que B est une famille libre. S’il existe trois réels a, b et ¢ tels que aM; + bE15 + cFy; = Og,

alors :

a b (00

c —a ) \0 O
On en déduit immédiatemment que a = b = ¢ = 0. Ce qui prouve que la famille B est libre.
Par suite B est une base de H. D’ot1 : dim H =3 =dim F — 1.
Ce qui prouve que H est un hyperplan de F.
Par ailleurs, Fyy € E\H, puisque tr(Eq) # 0. D’aprés le cours : E = H @ Vect (Eas).
CONCLUSION. M, (R) = H € Vect (Ey)

EXERCICE 5 — Dans E = K4[X], on considére F' = {P € FE, 6 est racine de P de multiplicité > 2},
et G = Vect (1,2X + 3).

Etablir que K4[X] = F P G.

» Dimension de F. Soit P € K4[X]. On a :

Pe Fe (X—-6)°|P < 3Q € Ky[X], P = (X —6)2Q

< J(a,b,c) € K3, P=(X—-6)%(aX?+bX +c) <= I(a,b,c) € K3, P =aX?(X—6)2+bX (X —6)2+c(X —6)?
On en déduit que : F = Vect ((X — 6)%, X(X —6)?, X*(X —6)?).

La famille B = {(X — 6)?, X(X — 6)?, X?(X — 6)?} est génératrice de F' (c’est écrit au-dessus!), et libre
car échelonnée. Donc B est une base de F'. Il s’ensuit que : dim F' = 3 (M)

» Dimension de G. Selon 'énoncé, la famille B’ = {1,2X + 3} est génératrice de G, et libre car éche-
lonnée. Donc B’ est une base de G. Il s’ensuit que : dim G = 2 ()

» [ntersection de F' et de G. Soit P € K4[X]. On a:
Pe FNG<+= 3(a,b,c,de) € K°, P=a(X —6)*+bX(X —6)°+cX*(X —6)°=d+e(2X +3)

e

Py

Cette égalité implique tres clairement que a =b=c=d=e = 0.
On en déduit que F NG = {0} Q)

dim F 4+ dim G = 5 = dim K[ X]
» D’aprés (@), () et (O) : )

FNnG={0}

CoNCLUSION. Ky[X]=FG

|. Sil'un des réels a, b ou c est non nul, le degré de P est strictement supérieur & celui de d + e(2X + 3). D'ott
a=b=c=0,etd+e(2X+3)=0:doud=e=0.
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EXERCICE 6 — Dans le R-ev R(X) des fractions rationnelles a coefficients dans R, on considére le
sev :

1/ Justifier que la famille B = {

1 1 1

= t —_— — —
G = Vec (X’X—l’X—Q)
1 1 1

YT m} est une base de G.

La famille B est génératrice de G suivant I’énoncé. S’il existe trois réels a, b et ¢ tels que :

a+ b N c _0
X X—-1 XxX-—2 KX

alors a = b = ¢ = 0, car la fraction rationnelle nulle n’admet aucun péle... D’ott B est libre.

CONCLUSION. B est une base de G.

2/ Soit F =

X +1

X3_

3X? 12X Montrer que F' € G, et déterminer les coordonnées de F' dans la base B.

C’est une autre fagon de demander une décomposition en éléments simples. . .

La fraction rationnelle F est de degré strictement négatif (deg F' = —2), et elle posséde exactement
trois poles simples, qui sont 0, 1 et 2 puisque X? —3X? 42X = X(X — 1)(X —2).

D’apres le TDES dans R(X) :

» Valeur de a. Puisque 0 est un pole simple de F', on a : a =

» Valeur de b. Puisque 1 est un pole simple de F', on a :

» Valeur de c. Puisque 2 est un pole simple de F', on a : ¢ =

X+1 a b c
3 (a.b.c) € R? _a
(.0, €R e oy —x T x -1 T X -2

P(0)
Q'(0)

1
Q’:3X2—6X+2.D’of1:a:§.

,avec P=X +1et

PO
Q1)
Q =3X2—-6X+2.Dou:b=—2.

avec P=X +1et

P(2)
Q'(2)°

Q =3X%-6X +2. D’oﬁ:c:g.

avec P=X +1et

Ainsi :
1 1 1 3 1
F=-X+—-=-2Xo——+-Xo5—=
X T X 1 T X 2
1/2
CONCLUSION. F appartient & GG, et les coordonnées de F' dans la base B sont : Xpg = —2

3/2
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EXERCICE 7 — Dans le R-ev E = €*°(R,R) on considére la famille :
B= {sin, sin?, sin®, sin?, sin5}
1/ Etablir que la famille B est libre.
Supposons qu'il existe 5 réels ay,. .., as tels que : o) sin +aysin® + - - - + as sin® = 0

Alors : Vo € R, aysin(z) + agsin®(z) + azsin®(z) + ag sin’ () + as sin®(z) = 0

Le DL a l'ordre 1 en 0 du terme de gauche donne : Vo € R, ayz + o(z) =0. D’ou oy = 0.
Donc : Vo € R, aysin?(z) + azsin®(x) + ay sin(z) + assin®(z) = 0

Le DL a l'ordre 2 en 0 du terme de gauche donne : Vz € R, ayz® + o(2?) =0. Dot ay = 0.
Donc : Vo € R, agsin®(z) + aysin®(x) + as sin®(z) = 0

Le DL & l'ordre 3 en 0 du terme de gauche donne : Vz € R, azz® + o(2*) =0. D’ou az = 0.
Donc : Vz € R, aysin®(x) + assin’®(z) =0

Le DL a l'ordre 4 en 0 du terme de gauche donne : Vo € R, ayz* +o(z*) =0. D’ou ay = 0.
Donc : Vo € R, ajsin®(z) =0

L’évaluation en 7/2 de cette relation donne o = 0.

CONCLUSION. La famille B est libre.

Remarque 1. Le colleur bienveillant pourra autoriser le candidat a ne pas détailler toutes les justifica-
tions dans le raisonnement précédent !

Remarque 2. Plus généralement, on peut établir par récurrence que la famille {sin, sin?, ... ,sin"} est
libre pour tout n € N*, toujours en utilisant les DL.

Remarque 3. On peut déduire de la remarque précédente que E = €°°(R,R) contient des familles libres
de cardinal arbitrairement grand. L’espace vectoriel €°°(R,R) n’est donc pas de dimension finie.

2/ On note F' = Vect(B), et g la fonction x € R — sin(5z).

Montrer que g € F, et déterminer les coordonnées de g dans la base B.
C’est une autre maniére de demander une délinéarisation, et cela faisait une éternité!. ..

Pour tout réel  on a :

sin(5z) = im (e%7)

= sin(5z) = im ((eix)5) (formule de Moivre)

<= sin(5z) = im ((cos(z) + isin(x))’)

< sin(5z) = im (cos’(z) + 5i cos*(z) sin(z) — 10 cos®(z) sin®(z)

—10i cos?(z) sin®(z) + 5 cos(z) sin*(z) + isin®(x))
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<= sin(5x) = 5cos?(z) sin(x) — 10 cos?(x) sin®(z) + sin®(z)
<= sin(bz) = 5(1 — sin?(x))? sin(z) — 10(1 — sin(x)) sin®(x) + sin®(z)
<= sin(5x) = 5sin(x) — 10sin®(x) + 5sin®(z) — 10sin®(z) + 10sin®(z) + sin®(z)
<= sin(5x) = 5sin(x) — 20sin®(x) + 16 sin®(x)
)
0
CONCLUSION. g € F'| et les coordonnées de g dans la base B sont X = | —20
0

16



