MATHEMATIQUES : CORRECTION D’EXERCICES DU TD 2

1. Exercice 1 a : calculs de trois sommes

e On rappelle le résultat de cours suivant : ™ —b" = (a — b) Z akpni=k

On a également : a"*! — b"+! = (a — b) Z a¥b" =% formule précédente appliquée a Ientier n + 1

n n
Avec a =2 et b =3, on obtient : 2" — 3" = (2 - 3) > "2k3" 7k dron | Y 2kgnTh = gntl g

Autre solution :

" ", gk3n tr2\"
Z okgn—k — Z T 3" Z (5) on reconnait une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique
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2n+1
e Calcul de la somme S,, = Z (—1)*k par deux méthodes.
k=1
Méthode 1 :

On sépare la somme en deux en regroupant les termes d’indices pairs et les termes d’indices impairs.

So= . D+ > (=D

1<k<2n+1 1<k<2n+1

k pair k impair
Les entiers k pairs compris entre 1 et 2n + 1 sont de la forme k = 2i avec ¢ €[[1,n].

Et les entiers k impairs compris entre 1 et 2n + 1 sont de la forme k = 2i 4+ 1 avec ¢ € [0, n].

Su= (= 2121+Z D221+ 1)

Attention, on peut regrouper deux sommes umquement si les variables des deux sommes parcourent le
méme ensemble de valeurs, ce qui n’est pas le cas ici.

n—ZQz 221+1)—1
=1

On peut désormais regrouper les deux sommes.




Méthode 2 :

On calcule les premiéres valeurs de la somme S, afin de conjecturer un résultat qu’on prouve ensuite par
récurrence.

S1=—14+2-3=-2,5%=-14+2-3+4—-5=-3.

Soit Py, : Sp = —(n+1).

Py est vraie.

Soit n € N*. On suppose P,, vraie.

2n+3 2n+1
Spi1= 3 (k= (-1)*k+@n+2) - 2n+3)=—(n+1)—1=—(n+2)
k=1 k=1
Pr+1 est vraie.
Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, S,, = —(n + 1) ‘

. Exercice 1 c : calcul d’une somme

1
On commence par donner une autre écriture de l’expression :
(k+1)VEk+EVE+1
1 1 (k+1)Vk—kvE+1

Gt OVE+hvETT k)t hvE T (h+ DVk—kvE T
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k(k+1) VE VE+1
99 99
1 1 1 1 1
Par conséquent, = — = = ———— somme télescopique
a Z(/<:+1 VE+kVE 1 ;;)(\/E k+1) T V100 P

99

1 9
Finalement, Z

“(k+ DVE+kvVE+1 10

. Exercice 1d : calculs de deux produits

ﬁ(4k 2) ﬁ 2% (2k—1)) ﬁ 2k—1) ﬁ 2k—1) = 1x3x5%- - -x(2n—1)

k=1 k=1

produit d’entiers impairs consécutifs

IX3x5x---x(2n—1)x2x4x---x(2n) (2n)!
2x4x - x(2n) - 2np)

Par conséquent, H(2k71) =
k=1

Ainsi, ﬁ(4k —2)= @)

k=1

n

- “ 2n)!  (2n 4 1)! L _ (@n)!@2n+1)!
(4k* — 1) (2k —1) (2k+1) = X , donc (4k* —1) = -2
]];-[1 ]];-[1 l:cl;[l 27 27 ]£[1 4n(nl)?




4. Exercice 8 :
Soit k €[[1,n].
Ona:k(n+1—k)—n=nk—-1)+k(1—-k)
=(n—Fk)(k—-1)

>0 (produit de deux nombres positifs)
[n? 4+ 2n + 1 — 4kn — 4k + 4k?
[(n —2k)? + 2(n — 2k) + 1]

Ce qui donne :

Par croissance de la fonction racine carrée, on obtient alors ’encadrement :

n™? < nl < (nTH>

5. Exercice 13 : calcul d’une somme double (pas facile)

S
3
3
3

n
Ona: Zz =42, Calculons désormais Z j:

j=1 j=i+1
o . nmn+1) i(i+1)
> i ZJ*Z e
Jj=i+1 j=1
Ty T (R IO S § A NN A = BT (I ) B
Onobtlent.Sn;<z + 5 — 5 ,; §+T,§
1) < 1 ¢
On sépare en trois sommes : S,, = Z 2+ n+ 3 1— 3 .711'
_ (nJr 1(2n + 1) N n?(n+1) nn+1)
B 12 2 4
n(n+1)[(2n+ 1) + 6n — 3]

12

n(n+1)(4n —1)

Ainsi, S, =




6. Exercice 17a :
On utilise une formule de duplication : cos(2x) = 2 cos?(x) — 1 et cos(2y) = 2 cos®(y) — 1,

donc cos(2z) — cos(2y) = 2(cos?(x) — cos®(y)).

7. Exercice 17b :
D’aprés les formules de duplication : cos(z) = 1 — 2sin?(

Et sin(z) = 2sin(§) cos(%).

Z), donc 1 — cos(z) = 2sin®(%).

Pour = # 0 [r], on a sin(x) # 0 et on peut donc effectuer le quotient :

)

y = tan (%)

1 — cos(x) 2sin’(%)  sin(

NSNS

sin(z)  2sin(Z)cos(%)  cos(

8. Exercice 20 b :
x est solution de 'équation <= 1 — v/2cos(z) +cos(2z) =0  on rappelle que cos(2x) = 2cos?(z) — 1
<= 2cos*(z) — v2cos(z) =0
<= cos(x) x [2cos(z) — /2]
<= cos(z) = 0 ou cos(z) =

=0
V2
2
™ T T
= - =— |2 =——[2
=z 2[7r]oum 4[71']01133 4[71']

L’ensemble S des solutions est ainsi :

S:{g—&—kmkeZ}U{%—kamkeZ}U{—%—lem,keZ}

9. Exercice 20 e :
On cherche a résoudre 'inéquation 2sin(4z) > 1

On peut pour cela introduire la fonction f définie sur R par f(x) = 2sin(4x).
. o T i/2
On résout I’équation f(z) =1": P
1 2
f(z) =1 <= sin(4z) = 5
<= sin(4x) = sin (%)
<:>4m—g[27r]ou4m—5§ [27] 1 2
Vz €R, f (x + g) = 2sin(4z + 27) = 2sin(4z) = f(x).

f est S-périodique.
Sur lintervalle [0,Z], on a: f(z) > 1 <=z €] %, 2.

On obtient I'ensemble S des solutions de 'inéquation sur R en utilisant la périodicité de f :

T 9T
S = U}—+k§ ﬂ—&-k



