
Mathématiques : 
orre
tion d'exer
i
es du TD 2

1. Exer
i
e 1 a : 
al
uls de trois sommes

• On rappelle le résultat de 
ours suivant : an − bn = (a− b)

n−1
∑

k=0

akbn−1−k

On a également : an+1 − bn+1 = (a− b)
n
∑

k=0

akbn−k
formule pré
édente appliquée à l'entier n+ 1

Ave
 a = 2 et b = 3, on obtient : 2n+1 − 3n+1 = (2 − 3)

n
∑

k=0

2k3n−k
, d'où

n
∑

k=0

2k3n−k = 3n+1 − 2n+1

Autre solution :

n
∑

k=0

2k3n−k =

n
∑

k=0

2k3n

3k
= 3n

n
∑

k=0

(

2

3

)k

on re
onnaît une somme de termes 
onsé
utifs d'une suite géométrique

D'où

n
∑

k=0

2k3n−k = 3n×
1− 2

n+1

3n+1

1− 2

3

= 3n×3×
(

1− 2n+1

3n+1

)

= 3n+1−2n+1

•
n
∑

k=0

k(k − 1) =

n
∑

k=0

k2 −
n
∑

k=0

k =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− n(n+ 1)

2
=

n(n+ 1)

6
× (2n+ 1− 3)

n
∑

k=0

k(k − 1) =
(n− 1)n(n+ 1)

3

• Cal
ul de la somme Sn =
2n+1
∑

k=1

(−1)kk par deux méthodes.

Méthode 1 :

On sépare la somme en deux en regroupant les termes d'indi
es pairs et les termes d'indi
es impairs.

Sn =
∑

1≤k≤2n+1
k pair

(−1)kk +
∑

1≤k≤2n+1
k impair

(−1)kk

Les entiers k pairs 
ompris entre 1 et 2n+ 1 sont de la forme k = 2i ave
 i ∈ [[ 1, n ]].

Et les entiers k impairs 
ompris entre 1 et 2n+ 1 sont de la forme k = 2i+ 1 ave
 i ∈ [[ 0, n ]].

Sn =

n
∑

i=1

(−1)2i2i+

n
∑

i=0

(−1)2i+1(2i+ 1)

=

n
∑

i=1

2i−
n
∑

i=0

(2i+ 1)

Attention, on peut regrouper deux sommes uniquement si les variables des deux sommes par
ourent le

même ensemble de valeurs, 
e qui n'est pas le 
as i
i.

Sn =

n
∑

i=1

2i−
n
∑

i=1

(2i+ 1)− 1

On peut désormais regrouper les deux sommes.

Sn = −
n
∑

i=1

1− 1 = −n− 1
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Méthode 2 :

On 
al
ule les premières valeurs de la somme Sn a�n de 
onje
turer un résultat qu'on prouve ensuite par

ré
urren
e.

S1 = −1 + 2− 3 = −2, S2 = −1 + 2− 3 + 4− 5 = −3.

Soit Pn : Sn = −(n+ 1).

P1 est vraie.

Soit n ∈ N
∗
. On suppose Pn vraie.

Sn+1 =

2n+3
∑

k=1

(−1)kk =

2n+1
∑

k=1

(−1)kk + (2n+ 2)− (2n+ 3) = −(n+ 1)− 1 = −(n+ 2)

Pn+1 est vraie.

Ainsi, d'après le prin
ipe de ré
urren
e, pour tout entier n ≥ 1, Sn = −(n+ 1)

2. Exer
i
e 1 
 : 
al
ul d'une somme

On 
ommen
e par donner une autre é
riture de l'expression

1

(k + 1)
√
k + k

√
k + 1

:

1

(k + 1)
√
k + k

√
k + 1

=
1

(k + 1)
√
k + k

√
k + 1

× (k + 1)
√
k − k

√
k + 1

(k + 1)
√
k − k

√
k + 1

=
(k + 1)

√
k − k

√
k + 1

(k + 1)2k − k2(k + 1)

=
(k + 1)

√
k − k

√
k + 1

k(k + 1)
=

1√
k
− 1√

k + 1

Par 
onséquent,

99
∑

k=0

1

(k + 1)
√
k + k

√
k + 1

=

99
∑

k=0

(

1√
k
− 1√

k + 1

)

=
1√
1
− 1√

100
somme téles
opique

Finalement,

99
∑

k=0

1

(k + 1)
√
k + k

√
k + 1

=
9

10

3. Exer
i
e 1d : 
al
uls de deux produits

n
∏

k=1

(4k−2) =
n
∏

k=1

(2×(2k−1)) = 2n
n
∏

k=1

(2k−1) et
n
∏

k=1

(2k−1) = 1×3×5×· · ·×(2n−1)

produit d'entiers impairs 
onsé
utifs

Par 
onséquent,

n
∏

k=1

(2k−1) =
1× 3× 5× · · · × (2n− 1)× 2× 4× · · · × (2n)

2× 4× · · · × (2n)
=

(2n)!

2nn!

Ainsi,

n
∏

k=1

(4k − 2) =
(2n)!

n!

n
∏

k=1

(4k2 − 1) =

n
∏

k=1

(2k − 1)×
n
∏

k=1

(2k + 1) =
(2n)!

2nn!
× (2n+ 1)!

2nn!
, don


n
∏

k=1

(4k2 − 1) =
(2n)!(2n+ 1)!

4n(n!)2
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4. Exer
i
e 8 :

Soit k ∈ [[ 1, n ]].

On a : k(n+ 1− k)− n = n(k − 1) + k(1 − k)

= (n− k)(k − 1)

≥ 0 (produit de deux nombres positifs)

On a : (n+1

2
)2 − k(n+ 1− k) = 1

4
[n2 + 2n+ 1− 4kn− 4k + 4k2]

= 1

4
[(n− 2k)2 + 2(n− 2k) + 1]

= 1

4
(n− 2k + 1)2

≥ 0

Ainsi, ∀k ∈ [[ 1, n ]], n ≤ k(n+ 1− k) ≤ (n+1

2
)2

En multipliant terme à terme les inégalités pré
édentes, on obtient :

n
∏

k=1

n ≤
n
∏

k=1

k ×
n
∏

k=1

(n+ 1− k) ≤
n
∏

k=1

(

n+ 1

2

)2

Ce qui donne :

nn ≤ n!× n! ≤
(

n+ 1

2

)2n

Par 
roissan
e de la fon
tion ra
ine 
arrée, on obtient alors l'en
adrement :

nn/2 ≤ n! ≤
(

n+ 1

2

)n

5. Exer
i
e 13 : 
al
ul d'une somme double (pas fa
ile)

Sn =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

max(i, j) =
n
∑

i=1





i
∑

j=1

max(i, j) +
n
∑

j=i+1

max(i, j)



 =
n
∑

i=1





i
∑

j=1

i+
n
∑

j=i+1

j





On a :

i
∑

j=1

i = i2. Cal
ulons désormais

n
∑

j=i+1

j :

n
∑

j=i+1

j =

n
∑

j=1

j −
i

∑

j=1

j =
n(n+ 1)

2
− i(i+ 1)

2
.

On obtient : Sn =

n
∑

i=1

(

i2 +
n(n+ 1)

2
− i(i+ 1)

2

)

=

n
∑

i=1

(

i2

2
+

n(n+ 1)

2
− i

2

)

On sépare en trois sommes : Sn =
1

2

n
∑

i=1

i2 +
n(n+ 1)

2

n
∑

i=1

1− 1

2

n
∑

i=1

i

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

12
+

n2(n+ 1)

2
− n(n+ 1)

4

=
n(n+ 1)[(2n+ 1) + 6n− 3]

12

Ainsi, Sn =
n(n+ 1)(4n− 1)

6
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6. Exer
i
e 17a :

On utilise une formule de dupli
ation : cos(2x) = 2 cos2(x)− 1 et cos(2y) = 2 cos2(y)− 1,

don
 cos(2x)− cos(2y) = 2(cos2(x) − cos2(y)).

7. Exer
i
e 17b :

D'après les formules de dupli
ation : cos(x) = 1− 2 sin2(x
2
), don
 1− cos(x) = 2 sin2(x

2
).

Et sin(x) = 2 sin(x
2
) cos(x

2
).

Pour x 6≡ 0 [π], on a sin(x) 6= 0 et on peut don
 e�e
tuer le quotient :

1− cos(x)

sin(x)
=

2 sin2(x
2
)

2 sin(x
2
) cos(x

2
)
=

sin(x
2
)

cos(x
2
)
= tan

(x

2

)

8. Exer
i
e 20 b :

x est solution de l'équation ⇐⇒ 1−
√
2 cos(x) + cos(2x) = 0 on rappelle que cos(2x) = 2 cos2(x)− 1

⇐⇒ 2 cos2(x)−
√
2 cos(x) = 0

⇐⇒ cos(x)× [2 cos(x)−
√
2] = 0

⇐⇒ cos(x) = 0 ou cos(x) =
√

2

2

⇐⇒ x ≡ π

2
[π] ou x ≡ π

4
[2π] ou x ≡ −π

4
[2π]

L'ensemble S des solutions est ainsi :

S =
{

π

2
+ kπ , k ∈ Z

}

∪
{

π

4
+ 2kπ , k ∈ Z

}

∪
{

−π

4
+ 2kπ , k ∈ Z

}

9. Exer
i
e 20 e :

On 
her
he à résoudre l'inéquation 2 sin(4x) > 1

On peut pour 
ela introduire la fon
tion f dé�nie sur R par f(x) = 2 sin(4x).

0 1 2−1−2−3
0

1

2

−1

−2

+pi/2
On résout l'équation f(x) = 1 :

f(x) = 1 ⇐⇒ sin(4x) =
1

2

⇐⇒ sin(4x) = sin
(π

6

)

⇐⇒ 4x ≡ π

6
[2π] ou 4x ≡ 5π

6
[2π]

⇐⇒ x ≡ π

24
[π
2
] ou x ≡ 5π

24
[π
2
]

∀x ∈ R, f
(

x+
π

2

)

= 2 sin(4x+ 2π) = 2 sin(4x) = f(x).

f est

π

2
-périodique.

Sur l'intervalle [0, π

2
], on a : f(x) > 1 ⇐⇒ x ∈] π

24
, 5π

24
[.

On obtient l'ensemble S des solutions de l'inéquation sur R en utilisant la périodi
ité de f :

S =
⋃

k∈Z

]

π

24
+ k

π

2
,
5π

24
+ k

π

2

[
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