CORRECTION D’EXERCICES DU TD 6

1. Exercice 9 :

f est dérivable et Vo € R f/(z) = 1 + 622 + 152* > 0.

f est strictement croissante et continue sur R, donc réalise une bijection de R sur ] lim f(x), 111}3 f(x)[ =R.
Tr—r—00 Tr—r+00

Ainsi, [ est bijective.

De plus, f est dérivable et sa dérivée ne s’annule pas.
Par conséquent, f ! est dérivable et

gy
R U= 5
Comme f(0) = 0, alors f~1(0) =0, d’ou (f~1)'(0) = f’i()) =1
iy P S S |
Comme f(1) =6, alors f~+(6) =1, d’ou (f~)'(6) = ) 27"

2. Exercice 11 :

f est la composée de deux fonctions strictement croissantes, donc f est strictement croissante sur R.
De plus, f est continue sur R.
Par conséquent, f réalise une bijection de R sur | lim f(z), lim f(z)[ =]0,+oo].
Tr— —00 r— 400
Soit y €]0, 400 et soit = € R.
f@)=y<+—=(1+e")=y
— 1+e*=¢Y
= et =e¥ -1
— z=In(e? - 1)
Ainsi, la réciproque de f est application f~! :]0, +oo[— R
z +— In(e”—1)
D’aprés les théorémes opératoires, f~1 est dérivable sur |0, +oo[ et
efl/'
er —1

Va €]0, +oof  (f71) () =

3. Exercice 14 :

La fonction g est strictement croissante sur [r/2, 7| (comme composée de deux fonctions strictement décrois-
santes), et continue.

Par conséquent, g réalise une bijection de [r/2, 7| sur [g(7/2), lim g(z)[ = [1,+oo].
T

Soit y € [1, +oo[ et soit x € [7/2, 7].

_ a1
g(z) =y < sinz =

<= arcsin(sinz) = arcsin(%) car la fonction arcsin est injective
. . o Y
Attention, la relation arcsin(sin(t)) = t est valable seulement pour t € { o 5} .

™ T
On cherche un angle dans lUintervalle [— 5 5} qui a le méme sinus que .

Or arcsin(sin x) = arcsin(sin(n — z)) =7 — x car 7 — x €]0, 7/2].

)
)

Ainsi, la réciproque de g est Papplication g=1 : [1, +o00[— [7/2, 7|

Ainsi, g(z) = y < 7 — x = arcsin(

< =@ =

<= 1 =7 — arcsin(

z + m—arcsin(1)




4. Exercice 19-g :

e Domaine de définition de f :
f est définie au point * <= z # 0 et In |2| a le méme signe que x.
Le tableau suivant précise le signe de In|z| en fonction de z :
T | —00 -1 0 1 00
Inz] | + 0 - ] - 0 +

‘Ainsi, f est définie sur [—1, 0[U[L, +oo[‘

e Etude de f sur [1,400] :
Pour z € [1,+o0|, f(z) = lnTl

D’aprés les théorémes généraux sur la dérivabilité, f est dérivable sur |1, +oo] et

—Xz—Inx o
() = 1 Y _ 1 o 1—Inz
In(x) z? 2f(x) z?

Sur intervalle |1, +o00[, f/(x) s’annule seulement pour = = e et est du signe de 1 — In(x).

f(m)—f(l):\/ Inx :\/lnx " 1
x—1 x(x —1)? x—1 z(x-1)

Dérivabilité au point 1 :

1
Comme In est dérivable au point 1, on a lim nr o In'(1) =1
z—=1x —1
1 1 1 — f(1
De plus, IE}I{I+ m =400, on en déduit que 111>I?+ zrixl xm = +00 , puis zli>Hll+ % = 400
f n’est pas dérivable au point 1.
Limite en 400 :
. Inz . .
On a lim — =0 (croissances comparées), donc lim f(z) = 0.
r—+00 I T—+00
Tableau de variations :
T 1 e 400
flo) |1+ 0 -
o—1/2
f(x) S N\
0 0
e Etude de f sur [-1,0] :
Pour z € [-1,0[, f(x) = @
D’aprés les théorémes généraux sur la dérivabilité, f est dérivable sur | — 1,0[ et
L e~ In(-2)
1 o orm e 1 1—In(—
f'(z) = = o o)
In(—2x) z 2f(x) x

Sur lintervalle | — 1,0[, In(—2) < 0, donc f/(z) >0 .

Dérivabilité au point 1 :

f@) = f(=1) _ | In(zz) _ fln(zz) 1
r+1 N az@+1)2 a2+l T a(z+1)

1
On a vu précédemment, que lim M = 400
z—=1x —1
t=—-z — 1
z——1
. - , _ In(—2)
par composition des limites, on obtient lim =-1
In(t) -1 14z
— 1
1—t t=1
1
Et lim z(r+1)=0",donc lim ——— =—-00

-1+ a——1+ z(z + 1)



In(—z) 1

flz) = f(=1)

1
L’équation est définie sur [f 1, 5}
Analyse : supposons x solution de I’équation.

. 1 . T
arcsin (ac + 5) — arcsin (m) =

3
. 1 T .
arcsin (:1: + 5) = g 4+ arcsin (x)

donc sin (arcsin (ac + %)) = sin (% + arcsin (m))

En utilisant les formules d’addition, on obtient :
1 3
phy =T VISt
Aprés multiplication par 2 et simplification, on a alors :

r+1=v3v1-2a2
donc (z +1)? = 3(1 — 2?)

2?2+ 22 +1=23— 322

202+ —-1=0

1
Doutax=-1loux=—
2
Synthése :
Supposons z = —1.
1 T
Al i ( _) ~aresin (z) = — £ 4 T
ors arcsin ( x + 3 arcsin (x) 6 + 5
_T
-3
Donc —1 est solution de I’équation.
1
Supposons x = o
. 1 ) T
Alors arcsin (ac + 5) — arcsin (x) = — — 6

1
Donc 5 est solution de 1’équation.

Conclusion : |I’ensemble des solutions est S = { -1, -

1
2

j

Par conséquent, li X =+ uis i =+
anent, M w1 x(r+1) o0, PUS r+1 >
f n’est pas dérivable au point -1.
Limite en O :
lim In(—z) = —ocoet lim — = —o0
z—0~ z—=0- T
In(—
Par produit, lim n(-z) = 400, puis lim f(z) =+o0.
x—0~ xz x—0~
3 4
1 4
f 0 f f f f f f
-1 0 1 2 3 4 5 6
. ) ) . . 1 .
. Exercice 24-c : résoudre ’équation arcsin (x + 5) — arcsin (:1:) =3




6. Exercice 24-g : résoudre ’équation arccos(2z — 1) = 2 arcsin(x)
L’équation est définie sur [0, 1].

Analyse : supposons x solution de I’équation.
arccos(2z — 1) = 2 arcsin(z)
donc cos(arccos(2z — 1)) = cos(2 arcsin(z))
2z — 1 = 1 — 2sin’(arcsin(x))
20 —1=1-—2z?

224+2x-1=0
On obtient donc = = \/52_1 ouxr = #
Synthése :
—vb—1 . N , . ) .
— — Dappartient pas a [0,1] donc n’est pas solution de 1’équation.
Pour z = \/52_1,0na::c2+x—1:0, donc 22 — 1 =1 — 222

cos(arccos(2z — 1)) = cos(2 arcsin(x))
Comme z € [0, 1], arcsin(z) € [0, 5], donc 2 arcsin(x) € [0, 7]
Et arccos(2z — 1) € [0, 7].
La fonction cos étant injective sur [0, 7], on en déduit que arccos(2x — 1) = 2 arcsin(x).

V5—1

T="5 est donc solution.

. . . —1
L’équation admet donc une unique solution : \/_57

7. Exercice 33 :

(a) V1 — 2?2 est définie si et seulement si x € [—1, 1].
x+v1—2?

Pour = € [-1,1], f(z) est définie si et seulement si  —1 < /2 <1

si et seulement si 1+22v1 —22<2

si et seulement si

si et seulement si 20v1 — 22 <1

Cette derniére inégalité est vérifiée lorsque x < 0.
Pour € [0, 1], comme 22v/1 — 22 est positif, on a les équivalences suivantes :
20v1 — 22 <1 = 422(1 - 22) < 1 car la fonction t — t? est strictement croissante sur R
Azt — 422 +1>0.
Or 4z* — 42> + 1= (222 - 1)2 > 0.

On en déduit que pour = € [—1,1], la condition 22+/1 — 22 < 1 est toujours satisfaite, et ainsi que f(z) est

bien définie.

‘Ainsi, f est définie sur [—1,1] ‘

(b) On a:
T+ V1 —z2 _ sin(t) + /1 — sin®() _ sin(t) + 1/ cos?(t) _ sin(t) + | cos(t)]

V2 V2 V2

Or t = arcsin(x) € [-F, 5], donc cos(t) > 0. D’otr
r+v1—x2  sin(t) 4 cos(t)
V2o V2

sin(t) + cos(t)
V2

S

On obtient ainsi sin(t—i—%) = sin(t) cos(%)—l—cos(t) sin(=) =

w1

On a alors f(x) = arcsin(sin(t + F)).

s s

Size|-1
me[ ’ 271 12

V2

1
—} , alors t = arcsin(z) € {—— E} et donc t—l—% € {—— q dou f(z) = t+£ = arcsin(x)—i—z



1
Size [E, 1} , alors t+% € [g, %r} et donc ﬂ*t*% € [%, g} d'on f(z) = arcsin(sin(%rft)) = %rfarcsin(x)

arcsin(z) + 2 si —1<a< L

fz) =
3T arcsin(z)  si \/ig <z<l1

1
¢) La courbe de f sur [f 1, —
) f 7

] s’obtient en translatant la courbe de la fonction arcsin du vecteur @ = (0, %)

1
La courbe de f sur [E, 1} s’obtient en translatant la courbe de la fonction — arcsin du vecteur o = (0, %T“)

2
1 -+

| 0 |

[ \V) |

—)/ 0 1
-1 +

8. Exercice 33 :
e f est définie et dérivable sur R .
f'(x) = 2ch(2z) — 2sh(x)
Si z < 0, alors —sh(z) > 0 et ch(2z) > 0, donc f/(z) > 0.

Si x>0, alors 2z >z
puis ch(2z) > ch(x) par croissance de la fonction ch sur R
ch(2z) — sh(z) > ch(z) — sh(z)
Comme ch(z) —sh(z) = e™* > 0, on en déduit que f'(z) >0

‘ Ainsi, f est strictement croissante sur R‘

Autre justification :

f'(x) = 2ch(2z) — 2sh(x) = 2 + 4sh?(z) — 2sh(x)
en utilisant la formule de duplication ch(2z) = 1 + 2sh*(z)
2
D’ou f/(z) = 1+ 3sh%(x) + (sh(:c) - 1)
Ainsi, f'(x) >0

e Limites de f :

Comme lim sh(2z) = —ooet lim ch(x) = 4o0,|alors lim f(z) =—o0
r——00 r——00 T——00

D’aprés la formule de duplication, f(z) = 2sh(z)ch(z) — 2ch(x) = 2ch(z) (sh(m) - 1)

lim 2ch(z) = +o0 et 1in1£1 sh(z) — 1 = 400,
T—r1+00

Tr——+00

donc lim f(x) =400
T—>+00




e Valeur d’annulation de f :

f(z) = 0 <= 2ch(z) (sh(x) - 1) =0
<= sh(z) =1 car ch(z) #0
et —e =2

— X?-2X-1=0avec X =¢”

et =1++20ue*=1-+2
Comme 1 — /2 < 0 et e® > 0, Péquation e = 1 — /2 n’a pas de solution
On obtient ainsi : f(z) = 0 <=z = In(1 + V/2)
Calcul de f'(a) pour a = In(1 + v/2) :
On a f’(a) = 2ch(a) — 2sh(a) = 2 + 4sh?(a) — 2sh(a)
Or sh(a) =1 car a = In(1 + v/2) est solution de I'équation sh(zx) = 1
D'ou f'(a) =4 .

Autre point remarquable de la courbe : f(0) = —2 et f/(0) =2

Pour tracer la courbe de f, on s’appuie sur les deux points A(0,—2) et B(a,0) dont les pentes des tangentes
sont respectivement 2 et 4. a~0.88

4__




