CORRECTION D’EXERCICES DU TD 12

1. Exercice 27 : généralisation du théoréme de Rolle

Si f est constante, alors Vz €la, +oo|, f/'(x) = 0.

Supposons désormais f non constante.

Il existe donc b €|a, +o0[ tel que f(a) # f(b).

fla)+£(b)
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D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (appliqué a f sur [a, b]), il existe 21 €]a, b] tel que

f(acl) = k.

Toujours d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (appliqué cette fois-ci & f sur [b, +00]), il existe
x9 €]b, +00[ tel que f(z2) = k.

f est dérivable sur [z1,22] et f(z1) = f(x2), donc d’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]z, x3[ tel
que f'(c) = 0.

Autre solution :

Notons alors k = : k est ainsi strictement compris entre f(a) et f(b).

On définit g sur [0, 7] par :

Ve e [0,5[ g@) = fla+tan@) et g(3) = fla)

D’aprés les théorémes généraux, g est continue sur [0, 5[ et dérivable sur |0, Z[.

s

De plus, lim g(x) = f(a), donc g est continue en 7.
=5

Et g(0) = g(3).

Donc d’apres le théoréme de Rolle, il existe d €]0, 5[ tel que ¢'(d) = 0, ce qui donne :
f'(a+ tan(d)) x (1 + tan?(d)) =0

En posant ¢ = a + tan(d), on a bien : ¢ €]a,+o0[ et f/(c) = 0.

2. Exercice 29 : théoréme de Darboux

Puisque f'(a) < 0 et f/(b) > 0, la fonction f n’est pas strictement monotone.
f est continue sur [a,b] (car f est dérivable sur [a, b]).
Or, on sait qu’une fonction continue et injective sur un intervalle est strictement monotone.

On en déduit que f n’est pas injective : il existe donc deux réels x; et x5 distincts de [a, b] tels que
f(z1) = f(z2). En appliquant le théoréme de Rolle entre ces deux points, on conclut qu’il existe un
point ¢ tel que f/'(¢) = 0.

Autre solution :

f est dérivable donc continue sur [a, b]. Elle admet donc un minimum m sur [a,b] et on a :
Vo € [a,b]  f(x)>m
Si f(a) = m, on a alors, pour tout = €|a, b| :

fl@) = fla) _ flx)—m

— >0
r—a T —a
En faisant tendre x vers a, on obtient f’(a) > 0. Contradiction.
Si f(b) = m, on a alors, pour tout = € [a,b] :
f) -~ f0) _ f@) -m

x—b x—b ~
En faisant tendre x vers b, on obtient f/(b) < 0. Contradiction.

On en déduit que m est atteint en un point ¢ €]a, b[.
D’aprés le cours, f'(c¢) = 0.

3. Exercice 35 :

Soit f : R — R une fonction dérivable et vérifiant :

Vo) € fy) — flz) = (y—a)f’ (x “’)




f est donc une somme de fonctions dérivables donc est dérivable.

f est ainsi deux fois dérivable.

Par conséquent, f’ est une somme de fonctions deux fois dérivables donc est deux fois dérivable.
f est ainsi trois fois dérivable.

On fixe 2 € R, et on dérive par rapport & la variable y la relation f(y) — f(z) = (y — ) f/(££).
Onobtient : V2 €R Wy eR  f/(y) = f/(Z¥) + L2 7(2L)  (1).

On fixe ensuite y € R, et on dérive par rapport & la variable z la relation (1).

On obtient : Vy e R Vz € R 0=1f"(23¥) — Lpr(zfy) 4 o2 prr(2du),

DoncVy e R Vz e R L2f7(ZH8) =0,

On applique cette derniére relation aux points  — 1 et z + 1 et on obtient : Vz e R f"/(x) = 0.

On en déduit qu’il existe (a,b, c) € R? tel que f(x) = az? + bx + c‘

Réciproquement, soit f la fonction définie sur R par f(x) = az? + bz + c ot (a, b, c) € R3.
f est dérivable et

V(z,y) €R*  fly)— f(z) =ay® + by — az® — bz = a(y — z)(y + z) + b(y — z)

= (y—a)(aly +2) +0) = (y —2)f’ (sz)

La réciproque est vraie.




