CORRECTION D’EXERCICES DU TD 15

1. Exercice 4 :
X -1

e Décomposition en éléments simples : F' = m

Méthode 1 :

La partie polaire relative au pole simple —1 est XLH (application des résultats de cours sur la partie polaire

relative & un pole simple).
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Méthode 2 :

deg(F') < 0, donc la partie entiére de F est nulle.

La décomposition de F' en éléments simples s’écrit :

a b c d
+ =+ + == (*)

F =
X+1 X X2 X3

On multiplie (%) par X + 1 et on évalue en —1 : a = 2.

On multiplie () par X3 et on évalue en 0 : d = —1.
lim zF(z) =0et lim aF(x)=a+b, dou b= —2.
T — 400 T——+00

On évalue () en1:0:g+b+c+d, d’ott ¢ = 2.
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e Décomposition en éléments simples sur C :

X5

F=xrye

La partie entiére de F' est nulle car deg(F) < 0.
(X4 =12 = (X —1)*(X + 1)%(X —i)%(X +4)? : F admet 4 poles doubles.
La décomposition de F' en éléments simples sur C s’écrit, :

a1 ag b1 b2 C1 C d1 d2
F =
X1 (X-1f X+1 (X+12 X—i (X—if X+i (X+ip )
ou (a17a27b17b27617627d15d2) S (CS'
a1 ag b1 b2 C1 Co d1 d2

F(X>:*F(*X):X+1*(X+1)2+X—1*(X—1)2+X+f(X+i)2+X—i7(X—i)2

L’unicité de la décomposition en éléments simples permet de déduire :
a1 = b1, a3 = —by, c1 =dq et co = —do
On multiplie (x) par (X —1)? et on évalue en 1 : az = 15

On multiplie (%) par (X —i)? et on évalue en i : cy = —

16

lim zF(z) =0et lim aF(x) = 2a; + 2¢1, d'oit ¢; = —ay.
T—+00 T—+00
Pour déterminer a1, on utilise la fraction rationnelle G = F' — (Xain)Q dont la partie polaire relative a 1 est

ay .
X-1"
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On effectue la division euclidienne de —X% + 14X5 — 3X% —4X3 —3X? —2X — 1 par X — 1 (dont le reste est nul)
et on obtient

o —X°+ 13X +10X% 4+ 6X*+3X +1
T (X - (X +1)2(X2 4 1)?

1
La partie polaire de G relative au pole 1 est , donc a; = 3

1
8(X —1)

1 1 1 1 1 i 1 i
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Ainsi, F =

1
X(X2 4+ X +1)2

e Détermination d’éléments simples de deuxiéme espéce : F =

c 1
On commence par déterminer la partie polaire relative au pole simple 0, qui est la fraction X avec ¢ = 1= 1.

On étudie alors la fraction rationnelle G = F — % :

Gop L _1-(XP+X4+1)?  XT4+2X743X24+2X  XT42X? 43X +2
B X X(X2+X+1)2 X(X2+X+1)2 (X2+ X +1)2

On effectue la division euclidienne de X3 +2X2+3X +2par X2+ X +1:

X3 42X? 43X +2=(X’+ X+ D)X+ 1)+ X +1
En divisant par (X2 + X + 1)2, on obtient la décomposition sur R de G :

X+1 X+1

A CF N (X2 4+ X +1)2

. 1 X+1 X+1
Ainsi, F = —— —
X X?2+X+1 (X2+X+1)2

e Utilisation des développements limités :

F j— A
T (X1 (X+1)8
2 1
a) La partie polaire relative au pole 1 est de la forme XC_ T On trouve ¢ = 2% = 39°

b) On pose x = —1 + h et on effectue le développement limité de G(—1 + h) au voisinage de 0.
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c¢) Or on sait que la décomposition en éléments simples de F' est du type :

1 6 ag
F=mx—n +; (X + 1)F
(X +1)5
32(X — 1)

1 6
3(21:(4_7)1) o1 o((x 4+ 1)%), on en déduit que
xr — T—>

D'ou G = +a (X +1)P5 +aa(X + D) +a3(X +1)3 +as(X +1)* +a5(X +1) +ag

Comme

G(x) =, a6+ as(x + 1) +as(x +1)? +az(z + 1) +az(z + 1)* +ar(z 4+ 1)° + o((z + 1))

x
Par unicité du développement limité, on obtient :
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La décomposition de F' en éléments simples est donc

1 1 1 1 1 1 1
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e Autres résultats de décompositions en éléments simples :
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Décomposition en éléments simples sur C :

X2 1 1 1 1
= - ~+ 5+ ~+ :

(X2+1)2 AX—i) 4X—i)2 4X+1i) 4X+i)?
Décomposition en éléments simples sur R :

X5 1 2X +1
R
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