ANNEXE DU CHAPITRE 3 : POLYNOMES DE TCHEBYCHEV

Expression de cos(nf) en fonction de cosf :

On utilise les formules d’Euler et de Moivre :
in6 —inb 1 n n 1
cos(nf) = % =3 ((ew) + (e’le) ) =3 [(cos@ +isinf)" + (cos — isin 9)”}

On utilise la formule du binéme pour développer :

cos(nf) = % lzn: <Z> (cos )" (i sin 0)* + znj ( ) (cos )" (— isme))k]

k=0 =0

Les termes d’indices pairs des deux sommes sont égaux, tandis que les termes d’indices impairs sont opposés.

cos(nf) = 3 (27;) (cos 8)" 2% (i sin )2*

0<2k<n

On a également : (i sin 9)2 = —sin?0 = cos?§ — 1, d’oit (isinh)?* = (cos®f — 1)*.
Ainsi : cos(nf) = Ogggn (;4) (cos 0)" 2% (cos? 6—1)*

Premiéres valeurs de n :

cos(20) = (3) cos? 0 + (3)(cos? @ — 1) = 2cos? 0 — 1

cos(36) = (3) cos® 0 + (3) cosf(cos? — 1) = 4 cos® 6 — 3cos

cos(40) = (é) cos* 0 + (3) cos? 0(cos? 6 — 1) + (i) (cos?0 —1)% = 8cos* ) — 8cos? § + 1

De méme, aprés calculs, on obtient : cos(56) = 16 cos® 6 — 20 cos® @ + 5 cos .

Polynémes de Tchebychev de premiére espéce :

Tchebychev (mathématicien russe du 19 siécle) a introduit les polynomes T}, tels que
Ty (cos 0) = cos(nh)
D’aprés les calculs précédents, Th(x) = 222 — 1.
En substituant & z I'expression cos 6, on obtient effectivement : Tz(cos0) = 2 cos® 6 — 1 = cos(20).
On obtient également : T3(z) = 423 — 3z
Ty(x) = 8x* — 822 + 1
Ts(x) = 162° — 2023 + 5z.

Expression de sin(nf) en fonction de cosf et sinf :

On peut également définir un polynome U, tel que sin @ x Uy, (cos#) = sin(nd).
Les polynémes U,, s’appellent polynémes de Tchebychev de seconde espéce.
inb _ _—inf

sin(nf) = % = %((ew)n - (e’w)n) = %[(COS@ +isinf)™ — (cos@ — isin 0)”}

n

(1) teoso=ttisinoy =2 () cosor ”Si“”k]

(2]{71 1) (cos 0)" 2R 1(jsin §)2F 1
0<2k+1<n

Et (isin)?**! = isinf x (isin6)* =isinf x (cos?f — 1)2.

Ainsi :sin(nf) = sin 6 x Z (2141 1) (cos 0)" 21 (cos? f—1)"

0<2k+1<n

Premiéres valeurs de n :

sin(260) = 2sin 6 cos Us(z) = 2z
sin(36) = sinf x (4cos®0 — 1) Us(z) = 42% — 1

sin(40) = sin @ x (8 cos® @ — 4 cos0) Us(z) = 82% — 4z



