ANNEXE DU CHAPITRE 5

1. Limites de la fonction In :

lim In(z) =400 et lim In(z)=—oc0
T—~400 z—0

On rappelle le résultat suivant : toute fonction f définie sur |a,b| (ou [a,b]) croissante et
non majorée admet la limite +00 en b. Ce résultat sera démontré dans le chapitre
Limites et continuité et est le résultat analogue du théoréme suivant sur les suites
réelles : toute suite réelle croissante non majorée diverge vers +00.

Démonstration :

Comme In(2") = nln(2) tend vers +oo lorsque n tend vers +oo, la fonction In n’est pas
majorée (elle prend des valeurs arbitrairement grandes).
De plus, elle est croissante. On en déduit que lim In(z) = 4o0.
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donc par composition des limites, 111%1+ In (—) = 4-o00.
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Comme In(z) = —In (—), on obtient alors lim In(x) = —co.
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2. Croissances comparées
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Plus généralement, pour a €0, +o0[, 8 €]0,+00[ et v €]0,4+00], on a :
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Démonstration :

un résultat intermédiaire :

Soit f la fonction définie sur RT par f(z) = e* — x.
f est dérivable et Vo € R  f'(z) =¢" —1>0.
f est donc croissante sur R*, donc f(x) > f(0) > 0.

Ainsi, Vo €]0,400[ € >u

un premier résultat de limite :

Soit x €]0,4+00]. On a :
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Comme lim - = 400, on en déduit avec le théoréme de minoration que
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un deuxiéme résultat de limite :

lim In(x) =400
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donc par composition des limites, on a lim = +00
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c’est-a-dire lim — = +o00
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un troisiéme résultat de limite :
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un quatriéme résultat de limite :
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donc par composition des limites, on a lim ————= =10
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et donc lim a—BM =« puis lim T = +o0o
200 In(x) z—+oo (In(z))?
Croissances comparées au voisinage de O :
limz In(z) = 0,
z—0
et plus généralement, pour a €]0,4o00[ et 8 €]0, +00|, on a : lirréxo‘\ In(x)|? =0
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donc par composition des limites, on a lim — =0
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ce qui donne lim zln(z) =0
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Plus généralement, on a :
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donc par composition des limites, on a lim ——~— =0
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ce qui donne lim z®|In(z)|® =0
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