CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 3

EXERCICE 1 : INEGALITES (7 PTS)
1. Soient = € [0,1] et y € [0,1] .

Méthode 1 :

Commey<l,ona:1—y>0.

On multiplie I'inégalité par < 1 par 1 — y (qui est positif), cela donne : z(1 —y) <1—y
cest-d-direx —axy <1—y

On obtient donc z +y <1+ zxy .

Méthode 2 :  on étudie le signe de la différence 1 + zy — (z + y)

l+azy—z—y=14z(y—1)—y

=l-y—z(l-y)

=(1-y)d -z
Comme z et y sont inférieurs & 1, alors 1 — y et 1 — x sont positifs.
Par conséquent, 1 + zy —x —y > 0,et donc: 1+zy >z +vy .

Méthode 3 : on définit la fonction f sur [0,1] par f(z) =x +y — 1 — 2y (ou y € [0, 1], y constant).
f est dérivable et Vz € [0,1] f/(z)=1—-y>0cary<1.

[ est donc croissante : Vo € [0,1]  f(z) < f(1)

Comme f(1)=0,onobtient : x +y—1—2y <0

‘Ainsi Vre0,1] Vye[0,1]] z4+y<l+4azy (1.5pt) ‘

2. Soit t € [0, 1].
Soit k €0, n] .
Par croissance des fonctions z +— 2% et 7+ 22" F sur Ry ,ona:tF <lettF <1 (1F=12n"F=1)
On applique le résultat précédent aux réels t* et t27~% (qui appartiennent a l'intervalle [0, 1]) :
th 42—k < 1 4 20

. . . . n . o
On multiple par le coefficient binomial ) (qui est positif) :

k

(Z) t* + (Z) 12k < (Z) (1+22)
2 () 2 ()= 2 () 0 )
ory" (Z) (1+e20) = (4> ( ) (14 £2m)2n

k=0 k=0

On somme ces inégalités :

Rappels : d’apreés la formule du binéme, (a + b)™ Z (n) akpn—k

k
k=0
" n
en particulier, 2" = E <k>

k=0
.. - n\ k . N\ on—k n 2n
Ainsi, Vt € [0,1] > <k>t +) (k)t <2"(1+1t*") (2.5 pts)
k=0 k=0
3. D’aprés la formule du binome, Z ( ) (148"
k=0
= 2n—k n - N n—k
et Y ( )t ="y (k)ﬁ
k=0 k=0
=t"(1+t)"

D’oﬁé(Z)tk+§< )tQ" B (L4 )" (14 8)"

= (1+6)"(1+t")

‘L’inégalité de la question 2 s’écrit alors : Vt € [0,1] (1 +6)"(1+¢t") <2"(1+t>") (1 pt) ‘




4. Soient a et b deux réels positifs.
Quitte a échanger les roles de a et b, on peut supposer que a < b.
Sib=0:alorsa=0
Dans ce cas, (a +b)"(a™ +b") = 0 et 2"(a*" + b*") = 0.
Sib>0:onposet:%.

Comme ¢t € [0, 1], d’aprés l'inégalité précédente, on a :
a\™ an a2n
1+3) (14 5) <2 (1+57)
( * b + b/~ + b2

n hn n 2n 2n
(b + a) b" +a < on b +a
b b - b2n
En multipliant par 4" (qui est positif), on obtient :

(b+ a)n(bn + an) S 2n(b2n + a2n)

Ce qui donne :

‘ Ainsi, pour tous réels positifs a et b, (a + b)"(a™ + b") < 2"(a®" +b?") (2 pts) ‘

EXERCICE 2 : ETUDE DE FONCTIONS (11 PTS)

1. (a) On compare le numérateur et le dénominateur : 1+ x — 2y/z = (/z — 1)% > 0.
Onadonc:0<2/x <14z

‘Ainsi, VeeRy 0<f(r)<1 (1 pt)‘
(b) Soit x €]0, +o0] .

2
1Nz 2 r 2T
f(;)1+l_mxx+1z+1f($)

T

Ainsi, Vz €]0, +00] f(%) = f(z) (0.75 pt)

(c) D’apres les théorémes opératoires, f est dérivable sur ]0, +o00[ et

1+
N
1+2z)—2z 1—=z
v €]0 () = V2 _ = 1.25 pt
x €]0,+o00]  f'(x) (1+ )2 Va(l + z)? V(1 + )2 ( pt)
Dérivabilité en O : f@) = 10) = 2
x—0 Va(z+1)
— f(0
Comme lim \/E(x +1)= 0", alors lim M = 400 .
z—0 z—0 z—0
f n’est donc pas dérivable en 0. (0.75 pt)
(d) Baréme : 1.25 pt
f/(x) est du signe de 1 — x.
T 0 1 400
[l |1+ 0 -
1
f / N\
0 0

foy=—2 2

) )
lim \/E(é + 1) = 400, donc| lim f(x)=0

T—r+00 Tr—r+00

1
Autre justification possible : d’aprés la question b, f(z) = f(—).
X

1
t=— — 0
T z—r+oo i .. .
par composition des limites, lllil flx)=0
xr—r+00
f(t) t—0 0

2. (a) F est la composée de arcsin et f.
f est strictement croissante sur [0, 1] et arcsin est strictement croissante, donc F est strictement croissante sur
[0, 1].
f est strictement décroissante sur [1, +00[ et arcsin est strictement croissante, donc F' est strictement croissante
sur [1,400[.  (0.75 pt)



(b) La fonction arcsin est dérivable sur | — 1, 1[. La fonction f est dérivable sur |0, +oo[ et & valeurs dans [0, 1].
On exclut du domaine d’application des théorémes opératoires les valeurs de = pour lesquels f(x) = 1.
Or la fonction f prend la valeur 1 seulement au point 1.
On peut donc appliquer les théorémes opératoires sur ]0,1[U]1,4+00[ .  (0.75 pt)

L 1 ooy 1 N (1+x)? l—=
N A T e
i+ T

Orv/(1+z)2=14xcarl+x >0,

Et Va2 -2z +1=/(z—1)2=|z—1].

R 1-—2z
Ainsi, F'(z) = PR TV T
m si z €]0,1]
F'(z) = (1.75 pt)
1 si x €)1, 4o00[

Vol +2)
3.(a) On a: tan(d) = V&

sin(6)
2
.« 2yx  2tan(f)  “cos(d)  2sin(f)cos(d) o
Drou: l+z 1+tan?(h) |+ sin?(f)  cos2(0) +sin®(0) sin(20) (1 pt)
cos?(0)

(b) Baréme : 1.75 pt

On en déduit que F(z) = arcsin(sin(26)).

Attention, la relation arcsin(sin(t)) = t n’est valable que pour t € | — g, g}

On distingue deux cas :

e Siz <1:alors 0 <+/z <1, donc arctan(0) < arctan(y/x) < arctan(1) par croissance de la fonction arctan.

Puis 0 <20 < = .

D’ou F(x) = 20 = 2 arctan(y/7)

oSix>1:alors%<9<g
doncg<29<7r,puis()<7r—29<g

D’ou F(x) = arcsin(sin(m — 20)) = 7 — 20 = 7 — 2 arctan(y/x)

Autre justification possible :

1
Si x> 1, alors F(x) = F(—) en utilisant le résultat de la question 1b.
x

Comme i € }0, 1 [, alors F(i) = 2arctan (%) = 2(% - arctan(ﬁ))

EXERCICE 3 : ETUDE D’UNE FONCTION  (11.5 PTS)

1. Baréme : 2.25 pts.

Détail : monotonie de f (0.5 pt) - application du thm de la bijection (0.5 pt) - limites de g pour la
détermination de J (0.75 pt) - dérivabilité de h (0.5 pt)

La fonction g est impaire.

D’aprés les théorémes opératoires, g est dérivable et Vo € R ¢'(z) = ch(z) — 1.
Donc ¢'(0) =0 et Vo € R* ¢'(x) > 0.
La fonction g est donc strictement croissante, et continue sur R, par conséquent elle réalise une bijection de R

x x —2x
Or g(z) = % —x=e" (% — eT — e%) , et d’aprés les croissances comparées Ill}liloo e% =0.
On en déduit que lim (1 - ﬁ — i) = 1 puis que lim g¢g(z) = +oo.
z—+oo \ 2 2 et 2’ T—~+00
Comme ¢ est impaire, on a lim g(z) = —oc.
r— —0Q



g dérivable sur R et la fonction ¢’ s’annule en 0

D’aprés le théoréme sur la dérivabilité d’une bijection réciproque, la fonction h n’est pas dérivable au point x tel que
g’ (h(z)) =0, c’est-a-dire tel que h(x) = 0.

Or h(0) = 0. On en déduit que h n’est pas dérivable en 0.

| La fonction h est dérivable sur R* |

2. (a) Baréme : 1 pt.

Comme lim th(z) =1et lim (z —a)=4o00,| lim f(z)=4oc0

r——+00 T—+00 T—+00

Comme lim th(z)=-1let lim (z—a)=—o0,| lim f(z)=+4x
Tr—r—00 Tr—r—00 Tr—r—00

Comme li —a)=—aet lim th(z)=0%",| li =-
g (e @) = maet T thiw) = 07, g, Jw) = —oc

Comme lim (x —a) = —aet lim th(z) =07,| lim f(z) = +o0
rz—0~ z—0~ z—0~

(b) Baréme : questions b et ¢ (1.75 pt) - question d (1.25 pt).
et — e‘w) 2e™% x 2

X —

On a: z(1— th(xz)) :x(l—

et +e” "
2
Comme lim — =0et lim ——— = 0, on obtient : | lim z(1 —th(z)) =0
r—+oo et rz—+oo e¥ 4 e~ % r—+00

r—a—ath(z) x(1—th(z)) —a

() flz) —w= th(z) N th(z)
IEToom(l —th(z)) —a=—aet JJli)rj{looth(ac) =1, dou lll)r_‘r_loo(f(l') —z)=-a

On en déduit que la droite A; d’équation y = = — a est asymptote i la courbe représentative de f
au voisinage de +oco

(d) De méme, on a f(z) +x = z(l+th(z)) —a

th(zx)
On peut se servir du résultat de la question b en remarquant que z(1 + th(z)) = (1 — th(—z)).
t=-r — +x
T——00
par composition de limites, on obtient lim —z(1 — th(—z)) =0
t(1—th(t)) — 0 e
t— o0

La fonction th étant impaire, on en déduit que lim (1 + th(z)) =0.

r——00

Ainsi, lim (f(z)4+2)=a

Tr——00

On en déduit que la droite As d’équation y = —z + a est asymptote a la courbe représentative de f
au voisinage de —oco

3. (a) D’apreés les théorémes opératoires, f est dérivable et

th() - T2
. p ch®(z)  th(z)ch®(z) —z+a sh(z)ch(z) —z+a
vz € R fi(z) = 5 = > 5 — .
th*(x) th*(x)ch?(z) sh”(x)
Or 2sh(z)ch(x) = sh(2x).
. sh(2z) — 22 + 2a
Ainsi, Vo € R* "(x) = 1 pt
insi, Vo f(x) 202 (2) (1 pt)
(b) On a: f/'(z) =0 <= sh(2z) — 2z = —2a
= g(22) = —2a
Or, la fonction ¢ est bijective, par conséquent, ’équation g(2z) = —2a posséde une unique solution : le nombre

h(—2
réel b = %. Il reste & justifier que b € R*.

La fonction h étant strictement croissante, on a : h(—2a) < h(0), ce qui entraine que b < 0.

h(—2a)
2

Ainsi, ’équation f/(x) = 0 admet une unique solution b = (0.75 pt)




b—a

Ona: f(b) = th(b)
Or f/(b) =0, donc sh(2b) —2b+2a =0, dot b —a = Sh(22b) = sh(b)ch(d).
Ainsi, f(b) = % =ch?(b) (1 pt)

(c) Baréme : question 3c (1 pt) - question 4 (1.5 pt).
Le signe de f/(z) dépend du signe de sh(2z) — 2z + 2a = g(2z) + 2a.
Or la fonction x — g(2x) + 2a est une fonction strictement croissante (d’aprés la question 1).
Par conséquent, si z > b, alors f/(z) > 0. Et si < b, alors f/(x) < 0.

T —00 b 0 +o00
I
f'(z) — 0 + H +
I
+00 +oo || +00
f(x) N /! I S
b (b) I oo
I

~ sh(2a)  ch(a)
~ 2sh%(a)  sh(a)

Les deux asymptotes se coupent au point d’abscisse (a,0) .

4. On note que f s’annule en a et f'(a)




