MATHEMATIQUES : TD 7

Calculs d’intégrales et de primitives

Exercice 1 :
Déterminer directement sans aucun calcul d’intégrale une primitive des fonctions suivantes :

2
_ 322 1 « x
a) r— sur R b) x — ———— sur |1, + c) x> sur R* d) x —» —— sur |—1,+
) T — xe ur ) x () ur |1, +oo] ) @ th(z) ur ) x T8 Sur ] oo
1 T sh(z) x
e) xt - ———— X = sur |0, = f) z— sur |0,1 T — sur R h) x — ——— sur R
TN s R L ey R B e ) Ty

Exercice 2 :
Calculer :

1 € 1.3 w/4 1
In® (¢ dt
j= / te’dt I = / W®) g, / tan2(t)dt I = / :
0 1 t /6 0 it + 1

w/2 w/2 12 4 dx
Is = / sin®(t) cos(t)dt I = / sin®(t) cos®(t)dt  I; = VAd+bxdr Ig= / 3
0 0 1 3 (r—2)
Iy = /2 dix on pourra commencer par déterminer a et b tel que # = g—i—L
o 1 2z +1) P P d r(2x+1) = 2r+1

Exercice 3 :

On considére la fonction f définie sur R par f(z) = cos?(z).

a) Déterminer une primitive de f a ’aide d’une linéarisation.

b) Déterminer une primitive de f en remarquant que Vo € R f(x) = (1 — sin®(z)) cos(x).
Exercice 4 :

Déterminer une primitive sur R de la fonction x — cos(2z) sin(3z).

Exercice 5 :

Déterminer les primitives (sur des intervalles & préciser) des fonctions f définies de la maniére suivante (on
précisera le domaine de définition de f) :

1 1 1

RS A P

Exercice 6 :
Calculer les intégrales suivantes :

I_/l dx I_/2 dx I_/3 dx I_/3/4 dx
v 0o ¥2+xz+1 : 1 2224z 5 9 22 —4x -5 T 172 1622 — 167 +7

5 1 1/4 1/2
3d d d d
15:/ - n i J1 :/ — J2:/ —— J3 = ZU
1 rE—Adx 47 0o V1+2z—x2 —18 V1+x— 222 o  V1-—222

Exercice 7 :
Calculer a l’aide d’intégrations par parties les intégrales suivantes :

1/2 @ 1
L = / arcsinzder , Iy = / sin(Int)dt ( z est un réel strictement positif), I3 = / In(1 + t%)dt
0 1 0

1 b 7'r 0
I, = / 2eIn(14+2%)dz, Iy = / (x—a)®(b—x)dx, Is= / sinh(¢) sin(¢t)dt, I; = / (t* —3t)e2dt
0 a 0

-2



Exercice 8 :
Déterminer (en intégrant par parties) la primitive de x — (zInx)? sur R* qui s’annule au point 1.

Déterminer (en intégrant par parties) la primitive de z — x sin® (2) sur R qui s’annule au point 0.
Déterminer une primitive des fonctions suivantes en intégrant par parties :
ez — arctanz e z— (z+ 1)ch (z) oz — In(1+ 2?) ez +— cos(lnx)

Exercice 9ﬂ :

Soit I :/ e 27 cos(3x)dx.
0
a) Calculer I en utilisant 'exponentielle complexe.

b) Calculer I & l'aide de deux intégrations par parties successives.

Exercice 10 :
Calculer a l’aide d’un changement de variable :

2 e T .
Int dt SIn ¢
L = / n—tdt (poser u =/t), I,= / ———— (poser z =In(t)), I3= / S g (poser z = cost)
1 1 0

Vit t+t(lnt)? 3+ cos?t
2 w/2
dt dx x
Iy = —— (poser u= V1t I5:/ - oser t = tan —
! /1 V42t ® ) <3 sin(x) (p 2)
1 37/2 .
dz sin(x) cos(z)dz .
= [ ————r = tan(t I = e L t=s
6 /0 @+ 1077 (poser x = tan(t)) 7 /0 2+ 2 (z) (poser sin(z))
V3/2 /1 — 22 4
Ig = / Txdx (poser = cos(u)) Iy = / eV¥dx (poser t = /z)
1/2 1

Exercice 11 :
Déterminer une primitive des fonctions suivantes en commencant par y effectuer un changement de variables :

a) T — chlm en posant t = e*
b) x — ﬁenposantt:\/l—i-x

¢) z — /1 — 2?2 en posant x = sin(t)

d) z — \/eglc—_lenposantt: e’ —1

Exercice 12 :

/2 w/2 .
cost sint
Onpose:I:/ %dtetJ:/ —_—
o cost+sint o cost+sint

a) Montrer que I = J par changement de variables.
b) Que vaut I + J? En déduire I et J.
dt

1
¢) En déduire _.
) /0 V1—t2+¢t

Exercice 13 : .
Pour n € N, on pose I,, = / (Inz)"dz.
1

a) Calculer Iy et I4.

b) Etablir une relation liant I,, et I,,, ;.

¢) En déduire que Vn e N 0< [, < L.
n—+1

d) En déduire la limite de I,,.

Exercice 14 :

1
Soient n et p deux entiers naturels, on pose I, , = / 2"(1 — z)Pdax.
0

a) Calculer Iy o.

b) Déterminer une relation de récurrence entre I, p et Ipp1 p—1.



c) En déduire la valeur de Iy, .
w/2
d) Déterminer la valeur de J, , = / sin?771(9) cos® 1 (0)d6.
0

Exercice 15 : Intégrale de Wallis (trés classique)
w/2

On considére la suite (I,,),>0 définie par I,, = / sin”(t)dt.
0

a) Calculer I et I.

b) A laide d’une intégration par partie, établir une relation de récurrence liant I, 42 et I,.
c¢) Démontrer que :

2n)! = 22n(n!)?

= ———— I n =
220 (nl)2 2 AT

Ion Z
2 2n + 1)!

Exercice 16 :
Soit f : R — R une fonction continue et soit 7" un réel strictement positif.

a+T T
Montrer que f est T-périodique si et seulement si Va € R / f®)dt = / ft)dt.
a 0

Exercice 17 :
Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables et calculer leurs dérivées :

2x 2z+1
dt
a) |—>/ T b) x — et dt
xr

v1+ sin(z)

Exercice 18 :
Soit f : R — R une fonction continue.

Justifier que les fonctions g : R — R suivantes sont dérivables et exprimer leur dérivée :
2 2T

Do) = [ fOd b gl) = /Ozf(t+x)dt O a@)= [ fla—t)cos(t)dt

2x 0

Equations diftérentielles

Exercice 19 :
Résoudre sur I ’équation différentielle :

a) 2xzy —3y=.x (I =]0,+00]) b) sin(z)y + cos(x)y =sin*(z) (I =] —m,0[)

) Y +2y=e"" (I =R) d) ¢ —2zy =shz — 2zche (I =R)
e) Vi—z2y—y=1 (I=]-1,1) ) ay —-2y=(x+1)>3 (I =]0, +o0[)

Exercice 20 :

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
a) Yy +2y=2e3"+3e % b) ' — 3y = e®sin(x) c)
d) ¥ —y=sh() e) y — 4y =2+ cos(2z) — e f)

y+y=3e"
y' + 4y = cos(x) — sin(z)

Exercice 21 : Probléme de Cauchy

m™ T

a) Déterminer les solutions de I’équation différentielle y' — ytanz = sur ]—5, 5[ avec y(0) =1

cos3 &
b) Déterminer les solutions de I’équation différentielle (x + 1)y’ + zy = 2% — x + 1 sur | — 1, +00[ qui vérifient
y(1) =1 (on pourra chercher une solution particuliére sous la forme yp(z) = ax + )

c) Déterminer les solutions sur ]0, +oo[ de 'équation différentielle zy’ + 3y = /z In(z) avec la condition
initiale y(1) = 1.

Exercice 22 :

Soient a et b deux fonctions continues et T-périodiques sur R.

On considére I’équation différentielle (E) : ' + a(z)y = b(x).

a) Montrer que si f est solution de I’équation différentielle (F), alors la fonction g : R = K, 2 — f(x + T) est
aussi solution.

b) Montrer qu’une solution f de I’équation différentielle (E) est T-périodique si et seulement si f(0) = (7).



Exercice 23 :
Déterminer 'ensemble des fonctions y qui ne s’annulent pas sur |1, +00[ et qui vérifient ’équation
différentielle :

1
(Inz)y" — Y +2zy? =0

. 1
Indication : = —F—.
ndication : on posera z(x) 7@
Exercice 24 : Exemples d’équations différentielles non linéaires
a) Résoudre y/ () = e*+v(@) b) Résoudre y' = 1 + 2 ¢) Résoudre = + y(z)y'(xz) =0

Exercice 25 :
Déterminer les fonctions f : R — R dérivables telles que

V(z,y) eR®  fla+y) = f(2)f(y)

Exercice 26 :
Déterminer les solutions réelles des équations différentielles suivantes :

a) y// —y= sh(x) b) y// + y/ + 2y — 621 4 3¢~ 7

¢) y' -3y +y=sinz+cosz d) y"+y — 2y =8cos(2z) + 3"
e) '+ 3y +2y=ch(z) f) y"” 44y =sin(2z)

g) 9y -6y +y=e/? h) y” +2y + 5y = e”sin(x)

Exercice 27 : Probléme de Cauchy
Résoudre les équations différentielles suivantes, avec les conditions initiales données :

a) y"’ + 9y = e** y(0)=0 y'(0)=

b) vy +y' — 2y = sin(10x) y(0)=0 ¢'(0)=1

c) 4y’ +4y +y=e "/ y(0)=1 4 (0)=0

d)y" =2y +2y=e"sine  y(5)=0 y(5)=0

ey’ +y +y=0 y(0)=1 ¢ (0)=1

f) v + w?y = cos(A\x) y(0)=0 %'(0) =0 onw et A sont des réels strictement positifs distincts

Exercice 28 :

a) Montrer que I’équation différentielle 2y’ — 3y’ + y = ze® posséde une solution de la forme :
z + (ax? 4 bz)e® avec (a,b) € R?

b) En déduire toutes les solutions réelles sur R de I’équation différentielle 2y” — 3y’ + y = ze®.

Exercice 29 : Changement de variables

1. Explication du procédé :

On souhaite déterminer les solutions de I’équation différentielle 22y” + zy’ —y = x
changement de variable { = Inx.

2 sur R** en effectuant le
Pour ce faire procéder par étapes :

a) On pose : Vt € R z(t) = y(e'). Déterminer une équation différentielle linéaire dont z est solution.

b) Résoudre l’équation trouvée en a).

c) Conclure.

2. Autres exemples :

a) Résoudre sur |0, +oo[ 'équation zy” — 3’ — 23y = 0 en effectuant le changement de variable t = x2.
b) Résoudre I'équation (1 +x2)2%y” 4+ 2x(1+22)y’ + 4y = 0 en effectuant le changement de variable ¢ = arctan .

Exercice 30 : Changement de fonctions
1) On considére I’équation différentielle linéaire du second ordre :

(B) 2y" +day' + (2 -2y =1
Résoudre (E) sur | — oo, 0[ en effectuant le changement de fonctions z : @ — 2y(x).

2) Résoudre sur R I'équation (1 + €*)y” + vy’ — e*y = 0 en introduisant la fonction z =y’ + y.

Exercice 31 :
Déterminer I’ensemble des fonctions f dérivables sur R telles que Vx € R f/(x) =2f(—z) + «
Indication : on montrera qu’une telle fonction est solution d’une équation différentielle d’ordre 2 & déterminer



