
Mathématiques : TD 7

Caluls d'intégrales et de primitives

Exerie 1 :

Déterminer diretement sans auun alul d'intégrale une primitive des fontions suivantes :

a) x 7→ xe−3x2

sur R b) x 7→ 1

x ln5(x)
sur ]1,+∞[ ) x 7→ 1

th(x)
sur R

∗
− d) x 7→ x2

1 + x3
sur ]−1,+∞[

e) x 7→ 1

cos2(x)
√

tan(x)
sur ]0,

π

2
[ f) x 7→ 1

x ln(x)
sur ]0, 1[ g) x 7→ sh(x)

1 + h

2(x)
sur R h) x 7→ x

(1 + x2)5
sur R

Exerie 2 :

Caluler :

I1 =

∫ 1

0

tet
2

dt I2 =

∫ e

1

ln3(t)

t
dt I3 =

∫ π/4

π/6

tan2(t)dt I4 =

∫ 1

0

dt

it+ 1

I5 =

∫ π/2

0

sin6(t) cos(t)dt I6 =

∫ π/2

0

sin6(t) cos3(t)dt I7 =

∫ 12

1

√
4 + 5xdx I8 =

∫ 4

3

dx

(x− 2)3

I9 =

∫ 2

1

dx

x(2x+ 1)
on pourra ommener par déterminer a et b tel que

1

x(2x+ 1)
=

a

x
+

b

2x+ 1

Exerie 3 :

On onsidère la fontion f dé�nie sur R par f(x) = cos3(x).
a) Déterminer une primitive de f à l'aide d'une linéarisation.

b) Déterminer une primitive de f en remarquant que ∀x ∈ R f(x) = (1 − sin2(x)) cos(x).

Exerie 4 :

Déterminer une primitive sur R de la fontion x 7→ cos(2x) sin(3x).

Exerie 5 :

Déterminer les primitives (sur des intervalles à préiser) des fontions f dé�nies de la manière suivante (on

préisera le domaine de dé�nition de f) :

a) f(x) =
1

x2 − 3x+ 2
b) f(x) =

1

x2 − x+ 3
) f(x) =

1

x2 − 4x+ 4

Exerie 6 :

Caluler les intégrales suivantes :

I1 =

∫ 1

0

dx

x2 + x+ 1
I2 =

∫ 2

1

dx

2x2 + x
I3 =

∫ 3

2

dx

x2 − 4x− 5
I4 =

∫ 3/4

1/2

dx

16x2 − 16x+ 7

I5 =

∫ 5

1

3dx

x2 − 4x+ 7
J1 =

∫ 1

0

dx√
1 + 2x− x2

J2 =

∫ 1/4

−1/8

dx√
1 + x− 2x2

J3 =

∫ 1/2

0

dx√
1− 2x2

Exerie 7 :

Caluler à l'aide d'intégrations par parties les intégrales suivantes :

I1 =

∫ 1/2

0

arcsinxdx , I2 =

∫ x

1

sin(ln t)dt ( x est un réel stritement positif), I3 =

∫ 1

0

ln(1 + t2)dt

I4 =

∫ 1

0

2x ln(1+x2)dx , I5 =

∫ b

a

(x−a)15(b−x)dx , I6 =

∫ π

0

sinh(t) sin(t)dt , I7 =

∫ 0

−2

(t2−3t)e−2t
dt
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Exerie 8 :

Déterminer (en intégrant par parties) la primitive de x 7→ (x lnx)2 sur R
∗
+ qui s'annule au point 1.

Déterminer (en intégrant par parties) la primitive de x 7→ x sin2(x) sur R qui s'annule au point 0.

Déterminer une primitive des fontions suivantes en intégrant par parties :

• x 7→ arctanx • x 7→ (x+ 1)h (x) • x 7→ ln(1 + x2) • x 7→ cos(ln x)

Exerie 9 :

Soit I =

∫ π

0

e−2x cos(3x)dx.

a) Caluler I en utilisant l'exponentielle omplexe.

b) Caluler I à l'aide de deux intégrations par parties suessives.

Exerie 10 :

Caluler à l'aide d'un hangement de variable :

I1 =

∫ 2

1

ln t√
t
dt (poser u =

√
t), I2 =

∫ e

1

dt

t+ t(ln t)2
(poser x = ln(t)), I3 =

∫ π

0

sin t

3 + cos2 t
dt (poser x = cos t)

I4 =

∫ 2

1

dt√
t+ 2t

(poser u =
√
t) I5 =

∫ π/2

π/3

dx

sin(x)
(poser t = tan

x

2
)

I6 =

∫ 1

0

dx

(x2 + 1)3/2
(poser x = tan(t)) I7 =

∫ 3π/2

0

sin(x) cos(x)dx

2 + sin2(x)
(poser t = sin(x))

I8 =

∫

√
3/2

1/2

√
1− x2

x2
dx (poser x = cos(u)) I9 =

∫ 4

1

e
√
x
dx (poser t =

√
x)

Exerie 11 :

Déterminer une primitive des fontions suivantes en ommençant par y e�etuer un hangement de variables :

a) x 7→ 1
h(x) en posant t = ex

b) x 7→ x√
1+x

en posant t =
√
1 + x

) x 7→
√
1− x2

en posant x = sin(t)

d) x 7→ 1√
ex−1

en posant t =
√
ex − 1

Exerie 12 :

On pose : I =

∫ π/2

0

cos t

cos t+ sin t
dt et J =

∫ π/2

0

sin t

cos t+ sin t
dt.

a) Montrer que I = J par hangement de variables.

b) Que vaut I + J ? En déduire I et J .

) En déduire

∫ 1

0

dt√
1− t2 + t

.

Exerie 13 :

Pour n ∈ N, on pose In =

∫ e

1

(lnx)ndx.

a) Caluler I0 et I1.

b) Établir une relation liant In et In+1.

) En déduire que ∀n ∈ N 0 ≤ In ≤ e

n+ 1
.

d) En déduire la limite de In.

Exerie 14 :

Soient n et p deux entiers naturels, on pose In,p =

∫ 1

0

xn(1 − x)pdx.

a) Caluler IN,0.

b) Déterminer une relation de réurrene entre In,p et In+1,p−1.
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) En déduire la valeur de In,p.

d) Déterminer la valeur de Jq,r =

∫ π/2

0

sin2q+1(θ) cos2r+1(θ)dθ.

Exerie 15 : Intégrale de Wallis (très lassique)

On onsidère la suite (In)n≥0 dé�nie par In =

∫ π/2

0

sinn(t)dt.

a) Caluler I0 et I1.

b) A l'aide d'une intégration par partie, établir une relation de réurrene liant In+2 et In.

) Démontrer que :

I2n =
(2n)!

22n(n!)2
π

2
I2n+1 =

22n(n!)2

(2n+ 1)!

Exerie 16 :

Soit f : R → R une fontion ontinue et soit T un réel stritement positif.

Montrer que f est T -périodique si et seulement si ∀a ∈ R

∫ a+T

a

f(t)dt =

∫ T

0

f(t)dt.

Exerie 17 :

Montrer que les fontions suivantes sont dérivables et aluler leurs dérivées :

a) x 7→
∫ 2x

x

dt√
1 + t4

b) x 7→
∫ 2x+1

sin(x)

et
2

dt

Exerie 18 :

Soit f : R → R une fontion ontinue.

Justi�er que les fontions g : R → R suivantes sont dérivables et exprimer leur dérivée :

a) g(x) =

∫ x2

2x

f(t)dt b) g(x) =

∫ x

0

f(t+ x)dt ) g(x) =

∫ 2π

0

f(x− t) cos(t)dt

Equations di�érentielles

Exerie 19 :

Résoudre sur I l'équation di�érentielle :

a) 2xy′ − 3y =
√
x (I =]0,+∞[) b) sin(x)y′ + cos(x)y = sin2(x) (I =]− π, 0[)

) y′ + 2ty = et−t2 (I = R) d) y′ − 2xy = sh x− 2xhx (I = R)

e)

√
1− x2y′ − y = 1 (I =]− 1, 1[) f) xy′ − 2y = (x+ 1)3 (I =]0,+∞[)

Exerie 20 :

Résoudre sur R les équations di�érentielles suivantes :

a) y′ + 2y = 2e3x + 3e−2x
b) y′ − 3y = ex sin(x) ) y′ + y = 3e−x

d) y′ − y = sh(x) e) y′ − 4y = 2 + cos(2x)− 3e4x f) y′ + 4y = cos(x)− sin(x)

Exerie 21 : Problème de Cauhy

a) Déterminer les solutions de l'équation di�érentielle y′ − y tanx =
1

cos3 x sur ]−π
2 ,

π
2 [ ave y(0) = 1

b) Déterminer les solutions de l'équation di�érentielle (x+ 1)y′ + xy = x2 − x+ 1 sur ]− 1,+∞[ qui véri�ent
y(1) = 1 (on pourra herher une solution partiulière sous la forme yP (x) = αx+ β)

) Déterminer les solutions sur ]0,+∞[ de l'équation di�érentielle xy′ + 1
2y =

√
x ln(x) ave la ondition

initiale y(1) = 1.

Exerie 22 :

Soient a et b deux fontions ontinues et T -périodiques sur R.

On onsidère l'équation di�érentielle (E) : y′ + a(x)y = b(x).
a) Montrer que si f est solution de l'équation di�érentielle (E), alors la fontion g : R → K, x 7→ f(x+ T ) est
aussi solution.

b) Montrer qu'une solution f de l'équation di�érentielle (E) est T -périodique si et seulement si f(0) = f(T ).
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Exerie 23 :

Déterminer l'ensemble des fontions y qui ne s'annulent pas sur ]1,+∞[ et qui véri�ent l'équation
di�érentielle :

(ln x)y′ − 1

x
y + 2xy2 = 0

Indiation : on posera z(x) =
1

y(x)
.

Exerie 24 : Exemples d'équations di�érentielles non linéaires

a) Résoudre y′(x) = ex+y(x)
b) Résoudre y′ = 1 + y2 ) Résoudre x+ y(x)y′(x) = 0

Exerie 25 :

Déterminer les fontions f : R → R dérivables telles que

∀(x, y) ∈ R
2 f(x+ y) = f(x)f(y)

Exerie 26 :

Déterminer les solutions réelles des équations di�érentielles suivantes :

a) y′′ − y = sh(x) b) y′′ + y′ + 2y = e2x + 3e−x

) y′′ − 3y′ + y = sinx+ cosx d) y′′ + y′ − 2y = 8 cos(2x) + e3x

e) y′′ + 3y′ + 2y = h(x) f) y′′ + 4y = sin(2x)

g) 9y′′ − 6y′ + y = ex/3 h) y′′ + 2y′ + 5y = ex sin(x)

Exerie 27 : Problème de Cauhy

Résoudre les équations di�érentielles suivantes, ave les onditions initiales données :

a) y′′ + 9y = e2x y(0) = 0 y′(0) = 0
b) y′′ + y′ − 2y = sin(10x) y(0) = 0 y′(0) = 1
) 4y′′ + 4y′ + y = e−x/2 y(0) = 1 y′(0) = 0
d) y′′ − 2y′ + 2y = ex sinx y(π2 ) = 0 y′(π2 ) = 0
e) y′′ + y′ + y = 0 y(0) = 1 y′(0) = 1
f) y′′ + ω2y = cos(λx) y(0) = 0 y′(0) = 0 où ω et λ sont des réels stritement positifs distints

Exerie 28 :

a) Montrer que l'équation di�érentielle 2y′′ − 3y′ + y = xex possède une solution de la forme :

x 7→ (ax2 + bx)ex ave (a, b) ∈ R
2

b) En déduire toutes les solutions réelles sur R de l'équation di�érentielle 2y′′ − 3y′ + y = xex.

Exerie 29 : Changement de variables

1. Expliation du proédé :

On souhaite déterminer les solutions de l'équation di�érentielle x2y′′ + xy′ − y = x2
sur R

+∗
en e�etuant le

hangement de variable t = lnx.

Pour e faire proéder par étapes :

a) On pose : ∀t ∈ R z(t) = y(et). Déterminer une équation di�érentielle linéaire dont z est solution.

b) Résoudre l'équation trouvée en a).

) Conlure.

2. Autres exemples :

a) Résoudre sur ]0,+∞[ l'équation xy′′ − y′ − x3y = 0 en e�etuant le hangement de variable t = x2
.

b) Résoudre l'équation (1+x2)2y′′+2x(1+x2)y′+4y = 0 en e�etuant le hangement de variable t = arctanx.

Exerie 30 : Changement de fontions

1) On onsidère l'équation di�érentielle linéaire du seond ordre :

(E) x2y′′ + 4xy′ + (2− x2)y = 1

Résoudre (E) sur ]−∞, 0[ en e�etuant le hangement de fontions z : x 7→ x2y(x).

2) Résoudre sur R l'équation (1 + ex)y′′ + y′ − exy = 0 en introduisant la fontion z = y′ + y.

Exerie 31 :

Déterminer l'ensemble des fontions f dérivables sur R telles que ∀x ∈ R f ′(x) = 2f(−x) + x

Indiation : on montrera qu'une telle fontion est solution d'une équation di�érentielle d'ordre 2 à déterminer
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