
annexes du chapitre 8

I) suites récurrentes linéaires homogènes d’ordre 2

1. Énoncé :

On considère une suite (un)n≥0. de nombres réels.
On suppose qu’il existe (a, b, c) ∈ R3 avec a 6= 0 tel que

∀n ∈ N aun+2 + bun+1 + uun = 0

En divisant par a, on obtient la relation : un+2 = −
b

a
un+1 −

c

a
un .

On a donc : un+2 = Aun+1 +Bun avec A = −
b

a
et B = −

c

a
.

L’énoncé suivant donne l’expression du terme général un en fonction de n.

Soient a, b deux nombres réels, b non nul, et (un)n≥0 la suite réelle définie à partir des deux premiers termes u0, u1 et
la relation de récurrence (linéaire homogène d’ordre 2)

∀n ∈ N un+2 = aun+1 + bun

On note (E) : r2 − ar − b = 0 l’équation caractéristique associée.

L’expression du terme général un dépend des solutions de (E).

On distingue trois cas :
- (E) admet deux solutions réelles distinctes r1 et r2
Alors il existe (C1, C2) ∈ R2 tel que

∀n ∈ N un = C1r
n
1 + C2r

n
2

- (E) admet une solution réelle double r0
Alors il existe (C1, C2) ∈ R2 tel que

∀n ∈ N un = (C1 + C2n)r
n
0

- (E) admet deux solutions complexes conjuguées r1 et r1 que l’on note sous forme trigonométrique :
r1 = Reiθ et r2 = Re−iθ

Alors il existe (C1, C2) ∈ R2 tel que
∀n ∈ N un = C1R

n cos(nθ) + C2R
n sin(nθ)

2. Démonstration :

L’équation caractéristique admet deux solutions r1 et r2 (éventuellement r1 = r2 dans le cas où ∆ = 0 ou r1 et r2
sont complexes non réels dans le cas où ∆ < 0).

Notons que r1 et r2 ne sont pas nuls (car b 6= 0).

Posons λn =
un
rn1

(de sorte que un = λnr
n
1 ) et vn = λn+1 − λn.

Montrons que v est suite géométrique de raison q =r2
r1

:

Comme un+2 = aun+1 + bun, on obtient (après simplification par rn1 ) r
2
1λn+2 = ar1λn+1 + bλn

Or ar1 = r21 − b (car r1 est solution de l’équation caractéristique).

D’où r21λn+2 = r21λn+1 − b(λn+1 − λn),

c’est-à-dire r21vn+1 = −bvn.

Comme b = −r1r2 (d’après les relations entre racines et coefficients d’une équation du second degré), on obtient ainsi
que v est une suite géométrique de raison q =r2

r1

On en déduit que ∀n ∈ N vn = qnv0.

Supposons que (E) ait deux racines réelles distinctes :

Déterminons maintenant l’expression de λn :

λn =

n−1∑

k=0

(λk+1 − λk)
︸ ︷︷ ︸

=vk

+λ0 = v0

n−1∑

k=0

qk + λ0 = v0 ×
qn − 1

q − 1
+ λ0

Notons C1 = λ0−
v0
q−1

et C2 =
v0
q−1
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On obtient alors : λn = C1+C2
rn2
rn1

Puis : un = λnr
n
1 = C1r

n
1+C2r

n
2

Supposons que (E) ait une racine double r0 :

On reprend les notations précédentes en remplaçant r1 et r2 par r0.
v est une suite géométrique de raison 1, donc elle est constante égale à son premier terme v0.
La suite λ est donc une suite arithmétique de raison v0, d’où λn = λ0 + nv0.
En notant C1 = λ0 et C2 = v0, on obtient un = λnr

n
0 = (C1 + C2n)r

n
0 .

Supposons que (E) ait deux racines complexes non réelles :

Comme dans le cas où les racines sont réelles et distinctes, on obtient qu’il existe A, B ∈ C tel que ∀n ∈ N un =
Arn1 +Brn2 = ((A+B) cos(nθ) + i(A−B) sin(nθ))Rn

Or u0 = A+B ∈ R, ce qui donne Im(B) = −Im(A).

Et u1 = (Re(A)+Re(B)) cos(θ)R + i(A−B) sin(θ)R ∈ R, ce qui donne A−B ∈ iR, donc Re(B) =Re(A).

Ainsi, en notant C1 =
Re(A)

2 et C2 = −
Im(A)

2 , on obtient un = (C1 cos(nθ) + C2 sin(nθ))R
n.

3. Preuve algébrique :

On peut démontrer le résultat beaucoup plus aisément en utilisant des propriétés d’algèbre linéaire.

Notons E l’ensemble des suites à valeurs dans K (K = R ou C) vérifiant la relation de récurrence un+2 = aun+1+ bun.

E est un K-espace vectoriel, et φ :E −→ K2, u 7→ (u0, u1) définit un isomorphisme de E sur K2.

On en déduit que dim(E) = 2.

Dans le cas où K = R et l’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes r1 et r2, on vérifie que les
deux suites (rn1 )n≥0 et (rn2 )n≥0 sont deux éléments non colinéaires de E , donc forment une base de E . Ainsi, un élément
u de E s’écrit comme une combinaison linéaire des deux suites précédentes :

ie il existe (C1, C2) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N un = C1r
n
1 + C2r

n
2

Les autres cas se traitent de la même manière.

II) théorème de Bolzano-Weierstrass :

Soit u une suite réelle bornée. Alors, on peut extraire de u une sous-suite convergente

Démonstration :

Soit (a0, b0) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N a0 ≤ un ≤ b0.
Pour tous réels α et β tels que a0 ≤ α < β ≤ b0, on note :

N(α, β) = {n ∈ N | α ≤ un ≤ β}

On sait que N(a0, b0) = N. On pose c0 =
a0 + b0

2
.

Comme N(a0, b0) = N(a0, c0) ∪N(c0, b0), alors au moins l’un des deux ensembles N(a0, c0) ou N(c0, b0) est
infini.
Si N(a0, c0) est infini, alors on pose a1 = a0 et b1 = c0.
Sinon, l’autre ensemble N(c0, b0) est infini, et on pose alors a1 = c0 et b1 = b0.
Le segment [a1, b1] ainsi construit est tel que N(a1, b1) soit infini.

On suppose maintenant [an, bn] construit tel que N(an, bn) soit infini. On note cn =
an + bn

2
.

Comme N(an, bn) = N(an, cn) ∪N(cn, bn), alors au moins l’un des deux ensembles N(an, cn) ou N(cn, bn)

est infini.
Si N(an, cn) est infini, alors on pose an+1 = an et bn+1 = cn.
Sinon, l’autre ensemble N(cn, bn) est infini, et on pose alors an+1 = cn et bn+1 = bn.

On a ainsi construit, par récurrence, une suite ([an, bn])n∈N de segments telle que :
[a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · ·
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De plus, par construction, la longueur de [an, bn] est
b0 − a0

2n
.

Les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont donc adjacentes.
Par conséquent, elles convergent vers une même limite l.
Reste à montrer qu’il existe une application ϕ : N → N strictement croissante telle que la suite (uϕ(n))n∈N

converge vers l.
On pose ϕ(0) = 0.
Puis, pour tout n ∈ N∗, on choisit ϕ(n) égal à un indice strictement supérieur à ϕ(n− 1) qui appartienne
à l’ensemble N(an, bn) (il en existe nécessairement puisque N(an, bn) est infini).
La suite (uϕ(n))n∈N est extraite de (un)n∈N et vérifie : an ≤ uϕ(n) ≤ bn.
Donc d’après le théorème de convergence par encadrement, la suite (uϕ(n))n∈N converge vers l.

Soit z une suite complexe bornée. Alors, on peut extraire de z une sous-suite convergente

Démonstration :

Pour tout n ∈ N, on note xn = Re(zn) et yn = Im(zn).

z est bornée, donc les suites réelles x et y sont bornées.

D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass (pour les suites réelles bornées), il existe donc ϕ : N → N

strictement croissante telle que (xϕ(n))n≥0 soit convergente.

La suite réelle (yϕ(n))n≥0 est bornée.

Donc, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass (pour les suites réelles bornées) il existe donc ψ : N → N

strictement croissante telle que (yϕ(ψ(n)))n≥0 soit convergente.

(xϕ(ψ(n)))n≥0, étant une suite extraite de (xϕ(n))n≥0 (suite convergente), est une suite convergente.

Comme ∀n ∈ N zϕ(ψ(n)) = xϕ(ψ(n)) + iyϕ(ψ(n)) : (zϕ(ψ(n)))n≥0 est une suite convergente.
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