ANNEXES DU CHAPITRE 8§
I) SUITES RECURRENTES LINEAIRES HOMOGENES D’ORDRE 2

1. Enoncé :

On considére une suite (uy,),>0. de nombres réels.
On suppose qu'’il existe (a,b, c) € R avec a # 0 tel que

vneN  aupyo+ bupys +uu, =0

b c
En divisant par a, on obtient la relation : up492 = ——uUp+1 — —Uyp -
a a
b c
On a donc : Upyo = Aupy1 + Buy avec A= —— et B=—— .

a a
L’énoncé suivant donne ’expression du terme général u,, en fonction de n.

Soient a, b deux nombres réels, b non nul, et (uy,),>0 la suite réelle définie & partir des deux premiers termes wg, u; et
la relation de récurrence (linéaire homogeéne d’ordre 2)

Vn €N  upio = atpt1 + bu,

On note (E) : > — ar — b = 0 Péquation caractéristique associée.
L’expression du terme général u,, dépend des solutions de (E).

On distingue trois cas :
- (E) admet deux solutions réelles distinctes r1 et o
Alors il existe (C1,Cy) € R? tel que
Vn e N UniclT?+CQT’g

- (E) admet une solution réelle double 7
Alors il existe (C1,Cy) € R? tel que
YneN wu, =(Ci+ Con)ry

- (E) admet deux solutions complexes conjuguées 71 et 71 que I'on note sous forme trigonométrique :
ri=Re? et ro= Re
Alors il existe (C1,Cy) € R? tel que
VneN u, =Ci1R"cos(nb) + CaR" sin(nh)

2. Démonstration :

L’équation caractéristique admet deux solutions 71 et ro (éventuellement r; = ry dans le cas ot A = 0 ou r1 et ro
sont complexes non réels dans le cas ou A < 0).

Notons que 71 et 7 ne sont pas nuls (car b # 0).
Posons \,, = 1;—3 (de sorte que u, = Apr}) €t vy, = Apg1 — Ane
1

. s . r
Montrons que v est suite géométrique de raison g :r—Q :
1
Comme 12 = a1 + bu,, on obtient (aprés simplification par 77) ri\, 12 = ar1Ay1 + b\,
Or ary = 7% — b (car r; est solution de 1’équation caractéristique).

D’ou r%)\n+2 = T%)\n+1 — b()\n+1 — >\n)7

c’est-a-dire r2v, 11 = —bvy,.
Comme b = —r179 (d’apreés les relations entre racines et coefficients d’une équation du second degré), on obtient ainsi
. . e . 2
que v est une suite géométrique de raison ¢ =
1

On en déduit que Yn € N v, = ¢"vp.

Supposons que (F) ait deux racines réelles distinctes :

Déterminons maintenant ’expression de A, :

n—1 n—1

) n—1
An = E (Akt1 — Ak) +Ao = vo E q" + Xo = vg X g —3 + Ao
k=0 " k=0
_y. _ Yo _ Yo_
Notons C1 = Ao —1 et Cy = —1



,r,'n/
On obtient alors : \, = C’1+C’2—i
1
Puis : up, = Ay} = Crr}+Caord
Supposons que (F) ait une racine double rj :

On reprend les notations précédentes en remplagant r1 et 79 par rg.

v est une suite géométrique de raison 1, donc elle est constante égale a son premier terme vy.
La suite A est donc une suite arithmétique de raison vy, d’ott A, = Ao + nwvyg.

En notant C; = A\g et Ca = v, on obtient u, = A, rf = (C1 + Con)ry.

Supposons que (F) ait deux racines complexes non réelles :

Comme dans le cas ou les racines sont réelles et distinctes, on obtient qu’il existe A, B € C tel que Vn € N u,, =
Ar? + Bry = ((A + B) cos(nd) + i(A — B) sin(nf))R"™

Or ugp = A+ B € R, ce qui donne Im(B) = —Im(A).
Et u; = (Re(A)+Re(B)) cos(0)R + i(A — B)sin(d)R € R, ce qui donne A — B € iR, donc Re(B) =Re(A).

Re(A Im(A
Ainsi, en notant C; = e; ) et Cy = —%, on obtient u, = (Cy cos(nd) + Cs sin(nb))R™.

. Preuve algébrique :

On peut démontrer le résultat beaucoup plus aisément en utilisant des propriétés d’algébre linéaire.

Notons £ ’ensemble des suites & valeurs dans K (K = R ou C) vérifiant la relation de récurrence w12 = atp41 + biy,.
& est un K-espace vectoriel, et ¢ :£ — K2, u > (ug,u1) définit un isomorphisme de & sur K2.

On en déduit que dim(&) = 2.

Dans le cas o K = R et ’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes r1 et ro, on vérifie que les
deux suites (r7),>0 et (15)n>0 sont deux éléments non colinéaires de £, donc forment une base de €. Ainsi, un élément
u de &€ s’écrit comme une combinaison linéaire des deux suites précédentes :

ie il existe (C1,C3) € R tel que Vn € N u,, = C17} + Cor¥

Les autres cas se traitent de la méme maniére.

IT) THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS :

‘ Soit u une suite réelle bornée. Alors, on peut extraire de u une sous-suite convergente

Démonstration :

Soit (ag,bg) € R? tel que Vn € N ag < u, < b.
Pour tous réels a et § tels que ag < a < 8 < by, on note :
N(o,8)={neN]|a<u, <}
ao + bo

On sait que N(ag,bp) = N. On pose ¢y = 5

Comme N (ag, bg) = N(ao, co) U N(cg, bo), alors au moins 1'un des deux ensembles N (ag, cy) ou N(cg,by) est

infini.

Si N (ao, co) est infini, alors on pose a; = ag et by = ¢o.

Sinon, l’autre ensemble N (cg,bo) est infini, et on pose alors a; = ¢g et by = by.
Le segment [a1, b1] ainsi construit est tel que N (a1, b1) soit infini.

an + by,

2
Comme N (an,b,) = N(ay,c,) U N(cp,by), alors au moins I'un des deux ensembles N (ay,,¢,) ou N(cp, by)

On suppose maintenant [a,, b,] construit tel que N (ay,b,) soit infini. On note ¢, =

est infini.
Si N(an, c,) est infini, alors on pose ant1 = @y, €t bpt1 = cp.
Sinon, l’autre ensemble N (cy,b,,) est infini, et on pose alors an4+1 = ¢y, et bp1 = by

On a ainsi construit, par récurrence, une suite ([a,, bn])nen de segments telle que :
[ao,bo] D) [al,bl] DI [an,bn] Do



by — ag
on

De plus, par construction, la longueur de [a,, b,] est

Les suites (an)nen et (bn)nen sont donc adjacentes.

Par conséquent, elles convergent vers une méme limite [.

Reste & montrer qu’il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite (uy(n))nen
converge vers [.

On pose ¢(0) = 0.

Puis, pour tout n € N*, on choisit ¢(n) égal & un indice strictement supérieur & ¢(n — 1) qui appartienne
a ensemble N(ay,,b,) (il en existe nécessairement puisque N (ay, b, ) est infini).

o(n) < bn-

Donc d’aprés le théoréme de convergence par encadrement, la suite (uy(n))nen converge vers I.

La suite (uy(n))nen est extraite de (un)nen et vérifie : a, <wu

Soit z une suite complexe bornée. Alors, on peut extraire de z une sous-suite convergente

Démonstration :
Pour tout n € N, on note z,, = Re(z,) et y, = Im(zy,).
z est bornée, donc les suites réelles x et y sont bornées.

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass (pour les suites réelles bornées), il existe donc ¢ : N — N
strictement croissante telle que (2, (n))n>0 S0it convergente.

La suite réelle (y,n))n>0 est bornée.

Donc, d’apreés le théoréme de Bolzano-Weierstrass (pour les suites réelles bornées) il existe donc ¢ : N — N
strictement croissante telle que (Y, (y(n)))n>0 SOit convergente.

(T (p(n)) Jn>0, Etant une suite extraite de (z,(n))n>0 (Suite convergente), est une suite convergente.

Comme Vn € N 2,4(n)) = Top(n) T We(p(n) * (Zp@(n)))n>0 est une suite convergente.




