
ontinuité

1. Théorème des valeurs intermédiaire :

Soit f : [a;b℄! R une fontion ontinue telle que f(a)f(b) � 0.

Alors il existe  2 [a;b℄ tel que f() = 0.

Démonstration : on se plae dans le as où f(a) � 0 et f(b) � 0.

On dé�nit deux suites (u

n

)

n�0

et (v

n

)

n�0

par réurrene.

On pose u

0

= a et v

0

= b.

Ensuite, pour tout entier naturel n, en notant w

n

=

u

n

+v

n

2

, on pose

u

n+1

=

�

w

n

si f(w

n

) � 0

u

n

sinon

v

n+1

=

�

v

n

si f(w

n

) � 0

w

n

sinon

Les suites sont bien dé�nies, ar pour tout (x;y) 2 [a;b℄

2

, le milieu

x+y

2

de x et de y est enore un élément

de [a;b℄.

On véri�e alors par réurrene que, pour tout entier n, u

n

� v

n

, f(u

n

) � 0 et f(v

n

) � 0.

De plus, pour tout entier n, on a :

v

n+1

� u

n+1

=

�

v

n

� w

n

si f(w

n

) � 0

w

n

� u

n

sinon

; don (dans les deux as) v

n+1

� u

n+1

=

1

2

(v

n

� u

n

)

Par onséquent, v

n

� u

n

=

1

2

n

(v

0

� u

0

) (suite géométrique de raison

1

2

), et don lim

n!+1

(v

n

� u

n

) = 0.

De la dé�nition des suites (u

n

)

n�0

et (v

n

)

n�0

, on a également que :

u

n+1

� u

n

=

�

v

n

�u

n

2

si f(w

n

) � 0

0 sinon

Ainsi u

n+1

� u

n

� 0 : (u

n

)

n�0

est une suite roissante.

On justi�e de même que la suite (v

n

)

n�0

est déroissante.

Il s'ensuit que les suites (u

n

)

n�0

et (v

n

)

n�0

sont adjaentes.

On note  leur limite ommune.

D'après la aratérisation séquentielle de la ontinuité, on a f(u

n

) �!

n!+1

f() et f(v

n

) �!

n!+1

f().

En passant à la limite dans l'inégalité f(u

n

)f(v

n

) � 0, on obtient f()

2

� 0, e qui permet de déduire

que f() = 0.

2. Continuité sur un segment :

Théorème : une fontion ontinue sur un segment est bornée et ses bornes sont atteintes.

Démonstration : Soit f : [a;b℄! R une fontion ontinue.

Supposons par l'absurde que f ne soit pas majorée.

Alors, pour tout entier naturel n, il existe x

n

2 [a;b℄ tel que f(x

n

) � n.

La suite (x

n

)

n�0

est bornée, don d'après le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite

(x

'(n)

)

n�0

qui onverge vers un réel .

Comme a � x

'(n)

� b, on en déduit que  2 [a;b℄.

f étant ontinue, f(x

'(n)

) �!

n!+1

f()

D'autre part, f(x

'(n)

) � '(n) et omme '(n) �!

n!+1

+1, alors f(x

'(n)

) �!

n!+1

+1. Contradition.

Ainsi, f est majorée et admet don une borne supérieure M .

Pour tout entier naturel n non nul, il existe y

n

2 [a;b℄ tel que M �

1

n

� f(y

n

) �M .

On en déduit que f(y

n

) �!

n!+1

M (théorème d'enadrement).

La suite (y

n

)

n�1

est bornée, don d'après le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite

(y

'(n)

)

n�1

qui onverge vers un réel d.

Comme a � y

'(n)

� b, on en déduit que d 2 [a;b℄.
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f étant ontinue, f(y

'(n)

) �!

n!+1

f(d)

Et (f(y

'(n)

)

n�1

est une suite extraite de (f(y

n

))

n�1

, don onverge aussi vers M .

L'uniité de la limite donne M = f(d).

Ainsi, M est un maximum de f .

On montre de même que f admet un minimum m.

On sait que f([a;b℄) est un intervalle inlus dans [m;M ℄ et que m et M sont des éléments de f([a;b℄).

On en déduit que f([a;b℄) = [m;M ℄.

3. Continuité et injetivité :

Toute fontion ontinue et injetive sur un intervalle est stritement monotone.

Soit f : I ! R une fontion ontinue et injetive.

Supposons par l'absurde que f ne soit pas stritement monotone.

f n'est stritement roissante : il existe (a

1

;a

2

) 2 I

2

tel que a

1

< a

2

et f(a

1

) � f(a

2

).

f n'est pas stritement déroissante : il existe (b

1

;b

2

) 2 I

2

tel que b

1

< b

2

et f(b

1

) � f(b

2

).

On dé�nit alors la fontion g sur [0;1℄ par

g(t) = f(ta

1

+ (1� t)b

1

)� f(ta

2

+ (1� t)b

2

)

Notons que pour t 2 [0;1℄, ta

i

+ (1� t)b

i

est un nombre réel ompris entre a

i

et b

i

, don appartient à I ,

e qui justi�e que g est bien dé�nie.

g est ontinue sur [0;1℄.

g(0) = f(b

1

)� f(b

2

) � 0 et g(1) = f(a

1

)� f(a

2

) � 0.

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe don t

0

2 [0;1℄ tel que g(t

0

) = 0.

On obtient : f(t

0

a

1

+ (1� t

0

)b

1

) = f(t

0

a

2

+ (1� t

0

)b

2

)

Comme f est injetive, on a don : t

0

a

1

+ (1� t

0

)b

1

= t

0

a

2

+ (1� t

0

)b

2

Ce qui donne : (1� t

0

)(b

1

� b

2

) = t

0

(a

2

� a

1

).

Or t

0

(a

2

� a

1

) � 0 et (1� t

0

)(b

1

� b

2

) � 0.

Ces deux termes de signe opposé et égaux, sont don nuls : t

0

(a

2

� a

1

) = 0 et (1� t

0

)(b

1

� b

2

) = 0.

a

2

� a

1

et b

2

� b

1

étant tous deux non nuls, on en déduit que t

0

= 0 et t

0

= 1. Contradition.

4. Théorème de la bijetion :

Soit f : I ! R une fontion stritement monotone et ontinue.

f réalise une bijetion de I vers J = f(I) et f

�1

: J ! I est ontinue

Démonstration : on suppose f stritement roissante (si f est stritement déroissante, on étudie �f).

Soit b 2 J . Démontrons que f

�1

est ontinue en b, 'est-à-dire que f

�1

(y) �!

y!b

f

�1

(b).

Posons a = f

�1

(y).

Soit " > 0 tel que a� " 2 I et a + " 2 I (on se plae dans le as où a n'est pas une extrémité de I , la

preuve qui suit d'adapte aisément lorsque a est une extrémité de I).

On note y

1

= f(a� ") et y

2

= f(a+ ").

f est stritement roissante, don f(a� ") < f(a) < f(a+ "), e qui donne y

1

< b < y

2

.

f

�1

étant stritement roissante, on a alors 8y 2 [y

1

;y

2

℄, f

�1

(y

1

) � f

�1

(y) � f

�1

(y

2

),

don 8y 2 [y

1

;y

2

℄, a� " � f

�1

(y) � a+ " ou enore jf

�1

(y)� aj � ".

On pose r =min(b� y

1

;y

2

� b) et on a alors : 8y 2 [b� r;b+ r℄, jf

�1

(y)� f

�1

(b)j � "

et ainsi f

�1

(y) �!

y!b

f

�1

(b).

5. Existene de primitives :

Soit f : I ! R une fontion ontinue sur l'intervalle I .

Alors f possède des primitives.

Plus préisément, si a est un élément �xé de I , alors F : x 7!

Z

x

a

f(t)dt est l'unique primitive de

f qui s'annule en a.
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Démonstration : Soit x 2 I .

Montrons que F est dérivable au point x et F

0

(x) = f(x), 'est-à-dire

F (x+ h)� F (x)

h

�!

h!0

f(x).

� Limite à droite : soit h un réel stritement positif tel que x+ h 2 I .

F (x + h) � F (x) =

Z

x+h

a

f(t)dt �

Z

x

a

f(t)dt =

Z

x+h

a

f(t)dt +

Z

a

x

f(t)dt =

Z

x+h

x

f(t)dt (relation de

Chasles)

f est ontinue sur le segment [x;x+ h℄, don admet un minimum m et un maximum M .

Il existe 

h

2 [x;x + h℄ tel que m = f(

h

) et il existe 

0

h

2 [x;x + h℄ tel que M = f(

0

h

).

On a : 8t 2 [x;x+ h℄, m � f(t) �M .

Par roissane de l'intégrale, on obtient :

Z

x+h

x

mdt �

Z

x+h

x

f(t)dt �

Z

x+h

x

Mdt,

e qui donne : m� h � F (x+ h)� F (x) �M � h.

On multiplie et enadrement par

1

h

(qui est stritement positif) : f(

h

) �

F (x+ h)� F (x)

h

� f(

0

h

).

Comme x � 

h

� x+ h, on déduit par le théorème d'enadrement que 

h

�!

h!0

+

x.

Par ontinuité de la fontion f , on a alors f(

h

) �!

h!0

+

f(x).

De même, on a f(

0

h

) �!

h!0

+

f(x).

Le théorème d'enadrement permet alors de déduire de f(

h

) �

F (x+ h)� F (x)

h

� f(

0

h

) que :

lim

h!0

+

F (x+ h)� F (x)

h

= f(x)

� Limite à gauhe : soit h un réel stritement négatif tel que x+ h 2 I (on note ii que x+ h < x).

F (x+ h)� F (x) = �

Z

x

x+h

f(t)dt (relation de Chasles)

f est ontinue sur le segment [x+ h;x℄, don admet un minimum m et un maximum M .

Il existe 

h

2 [x+ h;x℄ tel que m = f(

h

) et il existe 

0

h

2 [x+ h;x℄ tel que M = f(

0

h

).

On a : 8t 2 [x+ h;x℄, m � f(t) �M .

Par roissane de l'intégrale, on obtient :

Z

x

x+h

mdt �

Z

x

x+h

f(t)dt �

Z

x

x+h

Mdt,

e qui donne : �m� h � �(F (x+ h)� F (x)) � �M � h.

On multiplie et enadrement par �

1

h

(qui est stritement positif) : f(

h

) �

F (x+ h)� F (x)

h

� f(

0

h

).

Le même raisonnement que préédemment permet de déduire que :

lim

h!0

�

F (x+ h)� F (x)

h

= f(x)
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