
annexe du 
hapitre 9

1. Existen
e de la dé
omposition en fa
teurs premiers

Par ré
urren
e forte sur n � 2, montrons que n peut s'é
rire 
omme produit de nombres premiers. Il

su�ra ensuite de regrouper entre eux les nombres premiers égaux pour obtenir la formule proposée.

La propriété est vraie pour n = 2.

Supposons la propriété vraie jusqu'au rang n � 2.

Si n+ 1 est un nombre premier, alors la propriété est vraie.

Si n+ 1 est un nombre 
omposé alors on peut é
rire n+ 1 = ab ave
 2 � a � n et 2 � b � n.

Par hypothèse de ré
urren
e forte, on peut é
rire a et b 
omme produit de nombres premiers et l'on

obtient don
 n+ 1 = ab est un produit de nombres premiers.

Ré
urren
e établie.

Uni
ité de la dé
omposition en fa
teurs premiers (à l'ordre près des fa
teurs)

Supposons deux é
ritures n = p
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de la forme annon
ée.

Pour tout 1 � i � n, on a p

i

jn don
 p

i

divise né
essairement l'un des q

j

et dès lors, lui est égal 
ar 
e

sont des nombres premiers.
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Par un raisonnement symétrique, on obtient l'autre in
lusion et don
 l'égalité.

En parti
ulier M = N .

Quitte à permuter les 
ouples (q
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), on peut supposer q
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On a alors n = p
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Pour tout 1 � i � n, p
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De manière symétrique �

i

� �

i

et �nalement l'égalité �

i

= �

i

.

2. Enon
é :

Soit p un nombre premier. Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

Alors v
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Démonstration : on note k = v

p

(a) et k

0

= v

p

(b).

D'après le lemme, on peut é
rire a = p

k

q et b = p

k

0

r ave
 p ^ q = 1 et p ^ r = 1.

On a alors p ^ qr = 1 et ab = p

k+k

0

qr.

Le même lemme permet alors de déduire que v

p

(ab) = k + k

0

.

3. Enon
é :

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
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Démonstration :

� Supposons que a divise b.

Alors, pour tout p 2 P, p

v
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divise a, don
 divise b. Par 
onséquent, v
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On note P

b

l'ensemble des nombres premiers inférieurs à b.

D'après la dé
omposition en fa
teurs premiers, on a :
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Comme pour tout p 2 P n P
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, on a v
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(b) = 0, alors v
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(a) = 0.
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(a) � 0) et a
 = b, don
 a divise b.
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