CORRECTION DU DEVOIR LIBRE ET D’EXERCICES DU TD 22

EXERCICE 1 : ETUDE D’UNE FONCTION (16 PTS)

. La fonction ¢ est impaire, il suffit d’étudier son signe sur R.

Méthode 1 :
e pour ¢ €]1,+o0[, t > 1 et sin(t) > —1, donc §(¢) > 0.
e pour ¢ €]0,1], ¢ > 0 et sin(¢) > 0, donc §(¢) > 0.
e 0(0) =0.

‘ Ainsi, §(t) et ¢ ont le méme signe, et I’équation §(t) = 0 admet une unique solution : ¢ = 0. 1.75 pt

Méthode 2 :

Soit a €]0, o0l

La fonction § est dérivable sur [0,a] et V¢t € [0,a] ¢'(t) =1+ cos(t) > 0 et s’annule en un nombre fini de points.
Par conséquent, la fonction § est strictement croissante sur [0, a], d’ou §(a) > §(0) = 0.

On a ainsi prouvé que : Va €]0, +oo[, d(a) > 0.

. Pour = > 0, la fonction v est continue sur [z, 2x], donc I'intégrale f(z) est bien définie.

Pour 2 < 0, la fonction v est continue sur [2z,z], donc I'intégrale f(z) est bien définie. 1 pt

-2z -2z
. Le changement de variable w = —t donne f(z) = — (—u)du = Y(u)du = f(—z) (car la fonction 1 est

impaire). f est donc paire. 1 pt

. La fonction 9 est continue sur |0, +o0o[ donc admet une primitive F', et pour x € R%, f(x) = F(2z) — F(x).
F étant de classe C', f est de classe C'! sur R,

et f'(x) =2F'(2z) — F'(z) = 2% + in(zp) ot slln(z)

1.5 pt

.Ona:
_ 2sin(x) —sin(2z)  2sin(z)(1 — cos(x))

!/
i) = §(22)0(x) B §(22)0(x)
Pour 2 > 0, 6(2x) > 0, §(z) > 0 et 1 — cos(z) > 0 : le signe de f/(z) dépend donc du signe de sin(z).

La fonction f est donc croissante sur chaque intervalle du type |2kw, (2k 4+ 1)7] (o0 k € N), et décroissante sur
chaque intervalle du type [(2k + 1)m, (2k 4+ 2)7] (o0 k € N). 1.5 pt

2z 2z :

dt t)|dt

d’ou : ’f(x) - /£ - < /£ % par l'inégalité triangulaire et la positivité de ¢(¢ + sin(t))
| sin(t)] < 1

t(t+sint) — t(t +sint)

2z dt 2z dt
— —| < _ 1. t
‘f(m) /I / —/I t(t + sint) 5P

(b) m =2 convient. En effet, pour t > 2, on at+sin(t) >t —1>

Comme V¢ € [z, 2x],

, on obtient (par croissance de l'intégrale) :

. 1 pt

N =+

t
z 5’

2z
(c) Ona: / % = [In(t)]?* = In(2), et pour & > m, on a : Vt € [z,2x], t + sin(t) >

donc 71 < 3 uis /.QI 7& < /% 2—dt
tt+smt)) — 2 P ) e rsme) S,

2z 2x
Or/ 2dt [_2] _1
PR 2 t x

x

1
On a ainsi : Vo €]m, +oo[, |[f(z) —In2| < —.
x
1
Comme — — 0, |on en déduit que f(z) — In2 1.5 pt
€r r—-+oo r— 400




W(t) LI ! L 1+t2+(t2) 1+t+(t)1t
= — = — —_— (0] = — —_ [e)
02t T-Z fo(2) 0 2 12 02t 24 P
(b) La fonction 6 est définie sur R*.  0.25 pt
t
(c) D’aprés la question 7(a), on a 6(t) ~ —, donc 6(t) — 0.
t—0 24 t—0
La fonction 6 se prolonge par continuité en 0 en posant 6(0) = 0. 0.5 pt

(d) La fonction 6 ainsi prolongée en 0 est continue sur R, donc admet une primitive G sur R :
2z

0(t)dt = G(22) - G(z) — G(0) = G(0) =0. 1 pt

[ T T R

= t x—0 2

T
21

(e) On a alors f(z) :/

x

o(t)dt + %

(f) f est donc prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = @

_ 2sin(z)(1 —cos(x)) 2xx X 1_22

f'(@) =

x

~ ~Z d ) =——
§(22)0(x) 0 4xx2x o0 8 one f'(x) a,-—>00
e f est continue sur R

e f est dérivable sur R* et f/(x) - 0
z—

‘ D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, f est dérivable en 0 et f'(0) =0 ‘ 1.5 pt

EXERCICE 2 : COMPARAISON DE DEUX PROTOCOLES (10.25 PTS)

I. Premier protocole

Baréme : Q1 : 2 pts Q2 : 1.5 pt Q3 :0.75 pt ‘

1. Notons C; ’événement : "la i®™¢ carte découverte n’est pas un roi rouge"

Et R; I'événement : "la ®™e

On a: {X:k}:clﬂC’gﬁ...ﬂC’k,lﬂRk
D’aprés la formule des probabilités composées :
P(X:k‘):P(Cl) XP(CQ|01) X ... XP(Ck_1|Clﬂ02m...ﬂCk_2) XP(Rk|Clﬂ02m...ﬂCk_1)
2n72x2n—3x o 2n — k o 2
2n 2n—1"""2n—(k—2) " 2n—(k—1)
 (2n=2)(2n—-3) x .. x (2n — k) x 2
S 2n)(2n—1)..2n—k+2)(2n -k + 1)

carte découverte est un roi rouge".

_ (2n—Fk)x2
- (2n)(2n —1)
2n —k
Ainsi, P(X = k) = ——
insi, P( k) n2n=1)
2n—1
2. E(X)=Y_ kP(X =k)
k=1
1 2n—1
= k(2n —k
n(2n —1) kz:; (2n — k)
1 2n—1 2n—1
= 2 k— > K
n(2n —1) ( " )
k=1 k=1
1 2n—1)x2n (2n—1)x2nx (4n—1)
= (2n X - )
n(2n —1) 2 6
1 n(2n —1)[6n — (4n — 1)]
= X
n(2n —1) 3
_2n+1
-3
3. La variable aléatoire G vérifie la relation : G; = a — X.
2 1
Par linéarité de l’espérance, | E(G1) =a— E(X) =a — n;—




I1. Deuxiéme protocole

Baréme : Q1 :0.5 pt Q2: 1.5 pt Q3 : 2.5 pts
1. Soit k €[[1,n].
N . 2n — k
On a: {GQ =a— k} = {X = k}, donc d’apres la partie [, | P(Gy = k) = —
n(2n —1)

2. G2(Q) = {a—l,a—Q,...,a—n,—n} et Z P(Gya=g)=1
g€G2(Q)

D'ott P(Gy=—n)=1-Y P(Gy=a—k)

k=1
" ooan—k
:1—
Zn(anl)
k=1
2 < 1 -
=1- k
2n—1¥ +n(2n—1);
2n 1 nn+1)

k=1
:aiP(GQ—a—k:)—ik:P(nga—kz)—nP(Gg = —n)
k=1 k=1
- n—1 3n—1
OrZP(nga—kz): — P(Gy=—n) = 2(27171)—2(2”71)
k=1
n 1 n
Et ;kzp(a2 —a—k)= m;k@n—kz)
1 n n 9
- n(2n—1)(2nkz_lk]§k )
B 1 nn+1) nn+1)(2n+1)
n(2n—1) (2n x 2 a 6 )
1 n(n+1)[6n— (2n+1)}
Tain-1 " 6
_(n+1)4n—-1)
o 6(2n—1)
_— B 3n—1 n+1)dn—-1) n(n-1)
Dot B(Ga) = ax 55— 6(2n—1) 2(2n — 1)
3(3n—1)a— |(n+1)(dn — 1)+ 3n(n — 1)}
- 6(2n—1)

3(3n —1)a — (Tn? — 1)

Ainsi, F(Gs3) = 620 = 1)

ITI. Comparaison des deux protocoles (1.5 pt)
141a — 1791  47a — 597

Avecn =16,0n a E(G1) =a—11 et E(G2) = 5
On étudie le signe de la différence F(G1) — E(G2) pour avoir quel protocole est le plus profitable au joueur :

15a — 85
E(Gy) — E(Gs) = GT



On a donc : E(G1) — E(G2) >0 <= 154 —85>0
17

—a>—
3

Si a > 6, le premier protocole est préférable, et si a < 5, le deuxiéme protocole est préférable

Remarques et commentaires :

Le premier jeu d’argent est profitable au joueur dés lors que a > 12 et est équilibré lorsque a = 11.
Si a < 10, cela ne vaut pas le coup pour le joueur d’essayer de gagner les a euros selon le premier protocole, puisque en
moyenne, il perdra plus d’argent qu’il n’en gagne.

Le deuxiéme jeu d’argent est profitable au joueur dés lors que a > 13.

Avec le deuxiéme protocole, les pertes sont limitées 4 16 euros, mais on préfére continuer & joueur suivant le premier
protocole (sauf si a < 5), car quand on n’a pas trouvé un roi rouge aprés avoir retourné la moitié du paquet, la probabilité
d’en trouver un aux prochaines cartes a considérablement augmenté, et cela vaut le coup de tenter sa chance et payer un
ou plusieurs euros pour remporter la cagnotte de a euros.

Lorsque a < 5, ce n’est plus le cas, le montant de la cagnotte est trop faible pour que ca vaille le coup de tenter sa chance,
et il vaut mieux accepter sa perte de 16 euros plutét que de continuer de jouer. Il est préférable méme de ne pas jouer
du tout.

EXERCICE 3 : URNE RETRECISSANTE (13.75 PTS)

Baréme : Qla: 0.5 pt Q1b : 0.25 pt Q2a : 0.25 pt Q2b : 0.75 pt Q3a : 0.25 pt
Q3b : 0.75 pt Q3c: 1.5 pt Q3d : 1.25 pt Q3e : 2.5 pts Q3f: 0.75 pt
Q4a : 0.75 pt Q4b : 1.75 pt Qdc : 1.75 pt Q4d : 0.75 pt

1. (a) X, prend des valeurs entiéres, et il y a au minimum un tirage : X,, > 1.
Comme on retire au moins une boule & chaque tirage, on en fait au maximum n, et donc X,, < n.

‘ X, prend bien ses valeurs dans [[1,n] . ‘

(b) L’événement {Xn = 1} consiste & tirer la boule numéro 1 dans 'urne U,, qui contient n boules,

donc P(X,, =1) =

1
n

2. (a) X; ne peut prendre que la valeur 1 : | X1(Q) = {1} et P(X; =1) =1

(b) Xa(Q) = {1,2} .

1 1
On a vu & la question 1 que P(Xs =1) = 3 et P(Xo=2)=1—-P(Xy=1)= 3
3
E(X2) = P(X2 = 1) +2P(Xa =2) = 3.
) 5 ) , 5 9 1
E(X3)=P(X2=1)+4P(X2=2) = 3 et V(Xs2) = E(X3) — E(X2)* = 5T 11

3. (a) Y, suit la loi uniforme sur [1,n].

(b) Lorsque la premiére boule tirée est le numéro k, il reste les boules numérotées de 1 & k — 1 dans l'urne.

La probabilité de tirer la boule 1 au bout de j tirages sachant que la premiére boule tirée est la numéro k est
donc la probabilité de tirer la boule 1 au bout de j — 1 tirages dans 'urne Uy_;.

‘D’OflP(Xn:j|Yn:k):P(Xk71:j*1)‘

(c) Puisque (Y, = k)1<k<n forme un systéme complet d’événements, on a d’aprés la formule des probabilités totales :

P(X,=j)=> P(X,=j|Y,=k)P(Y,=k)
k=1

n

1
Or P(Y, =k) =~ et P(X, =j|Y,=1)=0

(lorsqu’on tire la boule 1 au premier tirage, on n’effectue qu’un seul tirage)

1 n
—EZP(anﬂyn:k)
k=2

Z P(Xp_1=75-1) (en utilisant le résultat de la question précédente)
k=2

1
n



n—1
Z PXpy=5-1) (changement d’indices)
k=1

1
n

(d) Pourj=1,ona:nP(X,=1)=1let (n —1)P(Xp—1=1)+ P(X,—1=0)=1.

N

La relation est bien vérifiée.

Supposons désormais j €[[1,n].
D’aprés la question précédente (qu’on applique aux entiers n et n — 1) :

n—1 n—2

nP(X, =j) = Zp(xk =j—1)et(n—1P(X,_1=j)= ZP(Xk =j—1)
k=1 k=1

(Dot nP(X, = j) — (n— )P(X, s = j) = P(X,_1 =] — 1)

n

=D iP(X,

j=1
2 n— 1 ) 1 . . . -
= ZJ< Xno1=7)+—-PXp1=j— 1)) d’aprés la question précédente
n
j=1
n—1 =~ . . 1~ . .
=— > iP(Xp1=j)+ ~ > iP(Xp1=j-1)
j=1 j=1
n-—],n71 1 n
= iP(Xp_1=7J)+ — iP(Xp_1=j5—1 PX,-1=mn)=0et P(X,-1=0)=0
- ;J (Xn-1 J)+n23 (Xn-1=j—1) car P(Xp—1=n)=0et P(X,_1 =0)
On reconnait dans la premiére somme ’espérance de X,,_1 et, par un changement d’indices,
n—1
n—1 1
E(X,) = E(X,— — i+ 1D)P(Xp—1=17J
(Xn) = = B 1>+njzlo+> (Xn-1 =)
n-1, 1
= P(X = P(X,_1=7j
n Z] —1=J)+ " Jz_; ( 1=J)

On reconnait & nouveau I’ esperance de X,,_1 dans la premiére somme et la seconde somme vaut 1 puisque X,,_1
prend ses valeurs dans [1,n — 1].

e

n n 1 n
=3 (B0 - B(Xe) + B =3 4123
k=2 k=2 k=1
On peut aussi procéder par récurrence.

1

La boule n ne peut étre obtenue que lors du premier tirage : P(Z,(,") =1)=-.
n

1
7™ suit une loi de Bernoulli de paramétre —
n

L’expérience s’arréte lorsqu’on tire la boule 1 : la boule 1 est obligatoirement tirée.

Zf") est la variable constante égale & 1

On utilise (comme & la question 3c) le systéme complet d’événements (Y, = k)1<k<n et la formule des proba-
bilités totales :
P(ZW =1) = P(Z" =1| Y, = k) P(Y, = k)
k=1
() _ LSS piz™ 1y —
ZPZ 1|Ynfk)+—ZP(Zi =1|Y,=k)

k=i+1
eSiY, =Fketk<i, alors on retire toutes les boules dont le numéro est supérieur a k.

En particulier, la boule ¢ est retirée et on ne peut plus l’obtenir : P(Zi(n) =1|Y,=k)=0
e Si Y, =i, alors on a eu la boule i dés le premier tirage : P(Z™ =1|Y, =1) =1

e SiY, =k et k> i, alors on continue 'expérience avec les boules dont le numéro est inférieur a k — 1.
La probabilité d’obtenir la boule ¢ lors des prochains tirages est alors égale a P(Zi(k_l) =1).
P(Z™ =1|Y, =k)= P(z* ) =1)



n

1 (k=1) _
+= > Pz =1
k=i+1

SRS

On déduit ainsi : P(Z(™ =1) =

(k)

1
(c) Soit Py la proposition : « pour tout ¢ de [1,k] , Z;" suit la loi de Bernoulli de paramétre — »
i

P1 et Py sont vraies.
Supposons que, pour un entier n > 3, les propositions P1, Pa, ..., P,_1 soient vraies
(on procéde par récurrence forte)

n . . . 1

Z,S ) suit une loi de Bernoulli de paramétre —,
n
. 11 & k—1)

p _ m_py_ 1,1 (k1) _

our i €[L,n—1], P(Z" =1) = — + § Pz 1)

k=i+1

Or par hypothése, pour tout k €[i + 1,n] , Px—1 est vraie.

. 1 . 1
Zl.(k b suit une loi de Bernoulli de paramétre : : P(Zl.(k N 1)=>
1
(n)
pPz™=1)==4+= -
(z-n-1:1 51
k i+1
1 1 n-—1
= — 4+ —X -
n on )
_ 1
g

1
On a ainsi vérifié que, pour tout ¢ de [1,n] , Zi(”) suit la loi de Bernoulli de paramétre — : P,, est vraie.
i

n
(d) La somme Z Zl-(") correspond au nombre total de boules obtenues (tous numéros confondus).
i=1

D’ou : Z Zl-(") =X, Par linéarité de ’espérance, E(X,,) = Z Z(n) -

CORRECTION DE L’EXERCICE 25 DU TD 222 : IRRATIONALITE DE 7 (niveau 4)

1. P,(z) = %z"(bz —a)"”

e P, est une fonction polynomiale de degré 2n, donc pour tout entier k > 2n, Pék) est la fonction nulle.
Pour k > 2n, PP (0) = P (¢) =0 .

e 0 et 3 sont des racines de multiplicité n du polynome P,.

Donc, pour tout k €[[0,n — 1], piP (0) = Pék)(%) =0.

P® (0
e D’aprés la formule de Taylor, le coefficient ¢ de degré k du polynéme P, vérifie : ¢ = %
Utilisons la formule du binéme pour déterminer les coefficients du polynome P, '
2n
: 1 : :
P,(x) = =7 Z < >bk k(—1)nkgn=F = ] ,;Z (k f n> bEngk(—1)2"F¢2"=%  (aprés changement d’indices)

1
On en déduit que, pour tout k €[[n,2n], ¢ = - (k " )bk_"(—l)%_ka%_k
nl\k—n

|
D’oil P(k) (0) = k! ch = k_ (k n )bk—n(_l)Qn—kGQn—k

nl\k—n
k!
Comme k > n, o est un entier naturel. a et b étant des entiers naturels, on a donc : P("’)(O) cZ.
a 1 a n n 1 n,.n
eOna:P,(¢—2)= H(g —xz) (—bax)" = E(bx —a)"z" = P,(x)
En dérivant k fois cette relation, on a : (—1)’“P,§k)(% —x) = P (2).
En évaluant en 0, on obtient : (4)’€P,§"°’>(%) = pP (0), et donc P,gk)(%) € Z.

On a ainsi montré que Vk e N P9 (0) € Z et P¥ (4) € Z

2. \/OW Pn(t)sin(t)dt‘ g/:

Py (t) sin(t) ’dt




Or ¥t € [0, 7]
La fonction ¢ — |bt — a| est continue sur le segment [0, 7], donc admet un maximum M.

1
n(t)sin(t)’ < —an M
n!

1
0 (£) sin(t)‘ = ~4"|bt — a]" sin(t)
n:

On obtient alors : V¢ € [0, 7]

Donc / P,(t) sin(t)‘dt < / — "M dt = —'7Tn+1Mn
0 o N n.

w(mwM)™

Comme (wM)" = o(n!),alorsil = 0.
n——+oo n! n——+oo

On en déduit que I,, — 0

n—-+o0o

. Effectuons une premiére intégration par parties :

I, = [— P (1) Cos(ﬁ)};r + /0” P! (t) cos(t)dt = P, (m) + P,(0) + /07r P! (t) cos(t)dt

Effectuons une nouvelle intégration par parties :
/ P! (t) cos(t)dt = [P;(t) sm(t)} - / P! (t)sin(t)dt = — / P! (1) sin(t)dt
0 0 0 0

En combinant les deux résultats, on obtient : / P, (t)sin(t)dt + / P)/(t)sin(t)dt = P,(7) + P,(0)
0 0

Avec un calcul similaire, on montre le résultat plus général :
/ PR () sin(t)dt + / P2 () sin(t)dt = PP (x) + PR (0)
0 0

On peut alors faire la somme alternée de ces résultats :
n e n

> (=¥ / PR (¢) sin(t)de + / PR (1) sin(t)dt| = 37 (~1)F [P (x) + P2(0)]
k=0 0 0 k=0
La somme de gauche est une somme télescopique :

Z(—l)k [/W PR (1) sin(t)dt + /7T PR+2) (1) sin(ﬁ)dt} = /7r P, (t)sin(t)dt + ( / P2 (1) sin(t)dt
0 0

k=0 0

=1, car la dérivée d’ordre 2n + 2 de P,, est la fonction nulle

On rappelle que par hypothése m =

L= Y1 [RE (4) + P9 o)

Sl

D’aprés la question 1, P,g%)(%) et P,g%) (0) sont des entiers relatifs. ‘ Par conséquent, I,, € Z

1
I, — 0, donc a partir d’un certain rang N, |I,,| < =.
n—-4o0o 2

De plus, I,, € Z.
11
On en déduit que Vn > N, I, =0 carZﬂ[fi 5}:{0}

n

t
Or,Vte[O,ﬂ],—'ZOetbt—agbﬂ'—a:O.
n

Par conséquent, la fonction ¢ — P, (t)sin(t) est continue, de signe constant et non nulle.
Donc I,, # 0. Contradiction

7 est irrationnel |

Commentaires : cette preuve de irrationnalité de 7 est due a Ivan Niven (publiée en 1947). Il existe bien d’autres
preuves de lirrationnalité de w : Lambert est le premier & avoir démontré ce résultat dans les années 1760.

CORRECTION DE L’EXERCICE 41 DU TD 222 : INTEGRALE DE POISSON (niveau 3)

. On constate que 1 — 2z cos(f) + 22 = (x — cos0)? + sin? # est toujours positif et est nul si et seulement si sin§ = 0
et © — cosf = 0, c’est-a-dire § = km et x = coskm = (—1)* (avec k € Z).

Lorsque |z| # 1, il en résulte que la fonction § +— In(1 — 2z cosf + x2) est définie et continue sur [0, 7], ce qui
justifie que I(z) est bien définie.

I(—z) = /077 In(1 + 22 cos() + x2)de.

Effectuons le changement de variables p =7 — 6 :

0 T
I(—2) = / In(1 + 2z cos(m — ) + 2?) x (—dyp) = /0 In(1 — 2z cos(p) + 2%)dyp = I(x)

‘ La fonction I est paire‘




3. Les racines de X2™ — 1 sont les racines 2n-iémes de 'unité :

1, —1, ebm/n e=kim/n (ayvec 1 < k < n —1)

n—1

VeeR 2°" —1=(x—1)(x+1) H [(ac — ek (g — e_ki”/")} = (2% -1) H

! km
(wQ — 2x cos (—) + 1)
=1 n

k=1
4. Soit z € R\ {—1,1}.

3

o

n—1 n—1

s km s km
Not :Sn:—§1 1-2 — 2 tRn=—§1 1-2 - 2
otons nk_on( xcos(n)—l—x)e nk_ln( xcos(n)—i—x)

e S, est une somme de Riemann associée a la fonction 6 + In(1 — 2x cos 6 + 22) sur [0, 7],

Donc S, — I(x).
n—+

oo

o D’autre part, S, = — In(1 — 2z +2°) + R, =In(1 — 2z + 2?) + Tin (
n n

n

n—1

[1

k=1

2n -1 1
Siz €] —1,1], alors 2>® — 0, donc ln(x ) — ln( ) )
n—-+o0o 17$2

n—-+o00 2 —1

On en déduit que S,, — 0.
n—-+o0o

L’unicité de la limite permet de déduire que I(z) = 0.

1

: _ z o 2 2n 1 - z2n _ z
Six > 1, alors S, = - [ln((l x)?) + In(z )Jrln( 1 )} = 2nIn(z) +

x? —
On en déduit que S, = 2mIn(x).

n—-+0o0
L’unicité de la limite permet de déduire que I(z) = 27 In(x).

Si & < —1, alors par parité, on obtient que I(z) = I(—z) = 2r In(—=z).

‘Ainsi7 I(z) =2rIn(|z|) si x| > 1et I(z) =0si|z| <1 ‘

(2 - 20cos (%ﬂ) + 1))

2n 1
En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient : S, = T [111((1 —z)?)+1n (x T )]
x

n

[111((1 —z)2)+In (1 -

CORRECTION D’ EXERCICES SUR L’UNIFORME CONTINUITE (niveau 4)

Exercice 2a :
Supposons par I’absurde que f soit uniformément continue.

Il existe a > 0 tel que V(z,y) € R?, [z —y| < a = |f(x) — f(y)] < 1.

. a1
Pour tout entier n supérieur & Spoona: (2nm + ﬁ) —2nw < a,

donc |f(2nm + ﬁ) — f(2nm)| <1, ce qui donne (2nm + ﬁ)sin(L) <1

7
Or (2nm + ﬁ) sin(ﬁ) ety 2y/nm, donc (2nm + \/Lﬁ) sin(\/iﬁ) VT T

Ce qui est contradictoire avec la suite de terme général (2n7m + —=)sin( =) est majorée.

Exercice 2d :

Raisonnement par ’absurde : méme méthode qu’au a, considérer les points n? et n? 4 % par exemple.

Exercice 4 :

Soit € > 0.

f(x) o I, donc il existe A € R tel que Vz € [A, +ool, |f(z) — | < =

4

f est continue sur le segment [0, A], donc d’aprés le théoréme de Heine, est uniformément continue sur [0, 4] :

il existe o > 0 tel que V(z,y) € [0, 4], |z —y| < a = |f(z) — f(y)] < %

Soit (z,y) € RT tel que |z — y| < « (on peut supposer de plus que z < y) .
Cas 1:Sizel0,A4] et y €[0,A4], alors |f(z) — f(y)] < § <e.

Cas2: Six € [A,+ool et y € [A,+oo], alors |f(z) — f(y)] < |f(x) — 1| +1/(y) ~ U < =+ <e.

1=

Cas 3 :Size[0,A4] et y € [A,+o0], alors |f(x) — f(A)| < 5 et |f(A) — f(y)] < 5 (cf cas 2)

Par conséquent, |f(z) — f(y)| < |f(z) = f(AI+[f(A) - fWlI <5+ 5 =



Exercice 6 :

f est uniformément continue, donc il existe o > 0 tel que V(z,y) € R?, |z —y| < a = |f(z) — f(y)| < 1.
Soit x € R7.

Notons n = [z/a]. On a donc n < £ <n+1 ou encore na < x < (n+1)a.

Ona: f(z) — £(0) = f(x) — f(na) + F(na) — F((n— 1)a) + ..+ f(a) - F(0).

Done : [f(x) = f(0)] < [f(2) — f(na)| + |f(na) = f((n = Da)| + ... + [f(a) = FO)| < (n+1).

Par conséquent, |f(z)| < [f(x) = fO)[ +|f(O)) < (n+1) +[f(0)] < £ +1+[f(0)].

1l suffit de poser a = L et b= |f(0)|.

Il reste & étudier le cas oz < O ....

CORRECTION DE L’EXERCICE 21 pu TD 22

1. o Supposons que f soit positive, alors f = |f|, par conséquent f: f= fab [f]-
Comme ff f > 0 (positivité de Iintégrale), on a |f; fl= f; f.

e Supposons que f soit négative, alors f = —|f|, par conséquent f; == f,f | f]-
b b b
Comme ['f <0,onal [ fl=—[f.

b b
e Supposons que |fa fl= fa |f]-
. b b b b
Si [/ f>0,alorsona [ f= [|f]ouencore ['(|f] - f)=0.
|f| — f est une fonction positive, continue, d’intégrale nulle, donc |f| — f = 0 et f est ainsi positive.

. b b b b
Si [[f<0,alorsona — [’ f= ["|f|ouencore [ (|f]+ f)=0.
||+ f est une fonction positive, continue, d’intégrale nulle, donc |f| + f = 0 et f est ainsi négative.

2. e Supposons qu'il existe § € R tel que f = e¥|f|.
b 0 (b b i b b b
Alors [/ f= ¢ [|f], et donc | [ f| = [e”| x| [ If| = [, |f| car [ f] > 0.

=1

e Supposons que |f; fl= f; |f] (partie plus difficile)
On peut écrire : f;f =re' avec r = |fabf| et 0 € R.
Considérons alors g : ¢ +— f(t)e™ .
b b b b
Ona [[g=|[ fleR, donc [ g= [ Re(g).
Or |g| = |f], 'hypothése de départ donne alors f; lg| = f; Re(g), puis f;(|g| —Re(g)) = 0.
La fonction |g| — Re(g) est continue, positive, d’intégrale nulle, donc |g| — Re(g) = 0.
On en déduit que Im(g) =0, et que g = Re(g) = |g| = | f].
Ainsi, fe= =|f|.




