EXERCICE 1 : EQUATION FONCTIONNELLE

Partie A : méthode 1

1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = az + b (ou a et b sont deux nombres réels).

f est continue et

V(z,y) € R? f(w);f(y) _ ax+b;ay+b :az;y *b:f(zTﬂ/)
| Les fonctions affines sont des éléments de £ |
2. (a) En appliquant la relation fonctionnelle aux réels x et —x, on obtient f(0) = fla) + =) —|—2f(—x) .
Comme f(0) =0, on déduit : ‘ f(=z)=—f(x) ‘
(b) En appliquant la relation fonctionnelle aux réels 2z et 0, on obtient f(x) = w .

| Ainsi, 2f(2) = f(22) |

. 1
(¢) Soit P, : <« f(2—n) =0>»
f(1) = 0 (par hypothése), Py est vraie.

Supposons P,, vraie pour un entier n > 0.

. . U 1 B 1 _— 1 B
D’aprés la question 2b appliquée & = = PEESE 2f(W) = f(2—n), d’ot f(2n+1) =0

1
Ainsi, d’aprés le principe de récurrence simple, Vn € N f (2—n) =0

(d) Soit n € N.
: . Py _
Soit P, : « f(2n) =0»
f(0) =0 : Py est vraie.

Supposons P, vraie pour un entier p > 0.

1 .
et y = ——, on obtient :

En appliquant la relation fonctionnelle aux réels x = =1

2n—1

15 = 3/ () + 54 (5)
D’aprés la question 2b, %f(t) = f(f)

2
1 1
p;; ) = f(;;n) + f(2—n) = 0 en utilisant P, et le résultat de la question 2c.

On trouve ainsi : f(

Ainsi, d’aprés le principe de récurrence simple, Vn € N Vp € N f(g%) =0

(e) On rappelle que: Vit e R, t — 1 < [t] <.
1
Ona:2"x—1[2"z] < 2"z, dou z — on < u, <z

un, étant encadré par deux termes de limite z, d’aprés le théoréme de convergence par encadrement, (up)n>0
converge vers
(f) D’aprés la question 2d, f(un,) =0 — 0
n—-+oo

D’autre part, u, — 2z et f est continue, donc f(u,) — f(z)
n—-+o0o n—-+o0o

L’unicité de la limite permet de déduire que f(z) = 0 (résultat valable pour « € R;).
f étant impaire, la relation s’étend aux réels négatifs.

‘ f est donc la fonction nulle‘

3. (a) g est continue et pour tout (z,y) € R? on a :

g(x);g(y) _ f(w);f(y) _aw+b;ay+b:f(z;y) _(ax;y%) _ (x;ry)

g est un élément de £




(b) Il suffit de remarquer que g(0) =0 et g(1) = 0.
D’aprés la question 2, g est donc la fonction nulle.

| Ainsi, Vo € R f(z) =az+b|

Partie B : méthode 2

g /Olf(f;y)dy: or ()] = ar (A —2r (%)

1 1
D’autre part, / f(x ;r y)dy = / Mdy relation fonctionnelle
0 10 ) . .
= _/ f(z)dy + —/ f(y)dy par linéarité
2 Jo 2 Jo
1 1 1
= 3@ +5|FW)],

b
On rappelle I'intégrale d’une fonction constante : / mdt = m(b— a)
a

1 1
= §f($) + §F(1)

Ainsi, Vo € R f(z) = 4F($ ;r 1) - 4F(§) ~F(1)

Comme F' est dérivable, les théorémes opératoires permettent de déduire que f est dérivable.

2. Soit z € R.
En dérivant la relation Vy ¢ R f (

1 !
vy € R _f/(xﬂ/) _ ')
2 2
oLy f(0)
E ticulier, = ’(—)
n particulier 2f 5 5
En appliquant cette derniére relation au réel 2z, on a ainsi, Ve € R f/(x) = f/(0)

fc+y) _ @)+ 1)

5 5 par rapport & y, on obtient :

3. En posant a = f'(0), on a donc : Ve € R f'(z) = a, puis f(z) = ax + b avec b = f(0).

EXERCICE 2 : EQUATION FONCTIONNELLE
1. Soit x € R. Comme g(x) X g(z) = 1, on déduit que g(z) =1 ou g(z) = —1.
On a donc obtenu que : Vo € R (g(x) =1oug(z) = 71)
On cherche & montrer que : (Vx eR  g(z)= 1) ou (V:z: eR  g(x) = —1)

Les deux propositions ne sont pas équivalentes. Par exemple, la fonction g définie par g(z) = (—1)%) vérifie la
premiére proposition mais pas la deuxiéme.

La fonction g est continue et ne s’annule pas sur R, par conséquent, elle est de signe constant.
Ainsi, (Vx eR gz)= 1) ou (V:z: eR gx)= 71)

‘La fonction g est constante‘ (1.5 pt)

Autre justification possible :

Supposons par I'absurde que la fonction g ne soit pas constante.

Alors il existe a € R tel que g(a) = —1 et il existe b € R tel que g(b) = 1.

La fonction g étant continue sur R et comme elle change de signe, on déduit avec le théoréme des valeurs intermé-
diaires qu’il existe = € R tel que g(z) = 0.

Ce qui est contradictoire avec g(z) x g(z) = 1.

‘ Ainsi, la fonction g est constante‘

Autre justification possible :
g est continue, donc g(R) est un intervalle (I'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle).
g(R) est un intervalle inclus dans {—1,1}, par conséquent g(R) = {1} ou g(R) = {—1}

Ainsi, (Vx eR  g(x)= 1) ou (Vm eR glx)= —1)




2. (a) D’apres 'équation fonctionnelle, on a : (1 + fQ(O))f(O) = 2£(0).

Ce qui donne : £3(0) — f(0) = 0, Cest-a-dire £(0) (f(O) . 1) (f(O) + 1) —0
D’out f(0) =0 ou f(0) =1 ou f(0) = —1.

Ainsi, £(0) { —1,0, 1} (1.25 pt)

(b) Supposons que f(0) = 1.
Soit z € R.
On a d’apres I’équation fonctionnelle : (1 + f(x)f(())) x f(z) = f(z) + f(0), ce qui donne f?(z) = 1.

f étant de plus continue, on déduit avec le résultat préliminaire que f est constante.

‘ On a montré que si f(0) = 1, alors f est constante‘ (1 pt)

(c) Soit P(n) : « f(;in) =1»
P(0) est vraie par hypothése.
Supposons P(n) vraie pour un entier n > 0.

D’aprés ’équation fonctionnelle appliquée aux réels a4 et ——,on a:
p q ppliq T O Sart :

(14 £(5=)) 1 (5) =2 (=)

. ) a _ . . 2 a - a

Comme par hypothése de récurrence, f(2—n) =1, on obtient : 1+ f (2n+1) = 2f(2n+1)
: i 2(_4 \ _ I

Ce qui donne : 1 + f (2n+1) 2f(2n+1)*0

2
c’est-a-dire : (f(gn;“-kl) — 1) on reconnait I'identité remarquable > — 2x + 1 = (x — 1)?

D’ou f(2na+1) =1. P(n+1) est vraie.

a
On a ainsi montré par récurrence que Vn € N f (2—n) =1| (2 pts)

£(0)

a
— — 0Oet f est continue, donc f (—) —
2N n—+4o0o 2N ) n—+oo

D’autre part, f(%) =1 — 1

n—-+oo
Par unicité de la limite, on déduit que f(0) = 1.

D’aprés la question b, ‘f est constante‘ (1 pt)

(d) Sl existe a € R tel que f(a) = —1, la fonction — f vérifie I’équation fonctionnelle, est continue et —f(a) = 1,
donc d’apres la question précédente, —f est constante et ainsi f est constante. (1.25 pt)

3.(a) Soit z € R. On a : (1 + f(x)f(fx)) x f(0) = f(z) + f(—x).
Comme f(0) = 0, on obtient f(z) + f(—z) =0, dou f(—z) = —f(z) : (1 pt)

(b) Supposons que par l’absurde que f(z) > 1.
f(0) =0 et f est continue sur R.
Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a € R tel que f(a) = 1.
D’aprés la question 2c¢, f est constante. Contradiction.
Par conséquent, f(z) < 1.
On montre de méme que f(z) > —11.

‘Ainsi, VeeR  f(z) 6]71,1[‘ (1.5 pt)

(¢) Soit x € R.

Lt fm) (14 @)\
S0t Pr - T F ) (1f<z>)

Py est vraie.

Supposons P,, vraie pour un entier n > 0.

f(nz) + f(x)

Comme f((n+ 1)x) = ——————= (équation fonctionnelle), on a :

1+ f(na)f(x)



L4 f(n+D)2) LT 1+ fna)f(@) + fna) + f(a)

/
T= (Do)~ 1— Lot = T+ fua) f(z) - f(ne) - f(2)

1= f(n)) (1= ()

) d’aprés P(n)

1
(14 r@0) (1+7@) 14 p@\" (14 @)
( _(lf(x)) X(lf(x)

insi f((nJrl):z:)i 1+ f(=) nH. n est vraie

i, TR = (o) P b e e
1+ f(nx) (14 f(=)\" .

VieR VYneN 1_f(m)<1_f($)) (2 pts)

(d) Notons que b > 0 (car f(1) €] —1,1]).

1
Avec x = 1, la relation précédente donne %ﬁgng =" puis (0" +1)f(n) =" — 1.
— n
Ainsi, Vn €N f(n) = 21| (1 pt)
1mnsi =
, n ") = P

(e) Soit r € Qt. On poserzg avec p € N et ¢ € N*.
q

On applique I’égalité de la question c A n =q et x = P :
q

c’est-a-dire

L+ /(@8 (1+fB)\°
1—f(p)

2 2 1+ /() (15BN
- 7)) \1-7® b

e LG (145
1o T (1f(p
On obtient alors : 1+ f(r) =b"(1 — f(r)), puis (0" +1)f(r)=0b"—1

) l/q_ p\1/q — pp/a — pr
)) =P)/1=bl1 =)

On en déduit Vr € Qt  f(r) = Z:—;} (2 pts)

(f) Soit 7 € Q. On a : b" = e"10(®),

Inb) P2 et qon fry = Lot @ 1
,ona:b =e ,douf(T):b7-+1:62k7-+1

Les fonctions f et th étant impaires, cette derniére relation s’étend & Q.

En posant k = = th(kr).

1
Ainsi, pour k = néb), onaVreQ f(r)=th(kr)| (1.5 pt)

Soit z € R.
Q est dense dans R : il existe une suite (ry,)n,>0 de rationnels qui converge vers z.

Tm — X
n—-+oo

f®) 5 @) done f(ra) 52 f(@)-

(car f est continue)

D’autre part, f(r,) = th(kr,) " th(kx) par continuité de la fonction th.
n—+00

Par unicité de la limite,

on déduit : f(x) = th(kz) ‘ (1.5 pt)

4. Réciproquement, on vérifie aisément que pour k € R, la fonction f : 2 — th(kz) est continue et satisfait I’équation

fonctionnelle, donc appartient & F.
h(kz + ky)  sh(kz)ch(ky) + ch(kx)sh(ky)
En effet R?, th(kz + ky) = - =
n effet, pour (z,y) € R*, th(kz + ky) ch(kz + ky)  ch(kz)ch(ky) + sh(kz)sh(ky)

h h
En divisant par ch(kx)ch(ky), on obtient : th(kz + ky) = er(lezk—i_;th((kky))
€T Y

Les éléments de E sont donc les fonctions z — th(kz) (avec k € R) et les fonctions constantes z +— 1 et z — —1 (2 pts)




EXERCICE 3 : ALGEBRE

1. TeH
Soient M = al +bJ et M’ =a'I +V'J deux éléments de H (o a, b, a’ et b’ sont des réels).
Alors M — M'=(a—a")I+ (b—b")J, donc M — M' € H.
Et MM’ = (aI +bJ)(a'I +V'J) = ad'I + (ab’ + ba’)J + bb' J>
On vérifie que J? = 0, d’ott MM’ = aa'I + (ab’ + ba’)J, par conséquent, MM’ € H.

De plus, M'M = d’'al + (a'b+b'a)J = MM'.

Ainsi, (’H, +, ><) est un sous-anneau commutatif de (MQ(R), +, ><) (2 pts)

2. Comme les matrices I et J commutent, on a d’aprés la formule du binéme :
n

M" = Z <Z> an_kbkfn_kjk
k=0
Or pour k> 2, JF = 0.

_nan—lb a — nan—lb (2 ptS)

n n—1 n—1
Par conséquent, M™ = a™I + na™ 'bJ = ( a” +na" 7b na"= b )

a+b b

b a—b ) inversible.

3. Analyse : supposons M = (

a + b

Alors il existe N = ( _y

b/
o — b ) tel que M N = 1.

/ / , , ,
D’aprés la question 1, M N = ( aa’ + ab’ + ba ab’ + ba )

—(ab' +ba")  ad — (ab' + ba')
On en déduit dans un premier temps que : ab’ 4+ ba’ = 0 (en identifiant le coefficient de position (1,2) des matrices
MN et I)
D’oit MN = ( aa’ 0 )
0 aa
Par conséquent, aa’ = 1.
Nécessairement, a # 0.

On a ainsi montré que si M = ( ajbb a E b ) est inversible, alors a # 0.
Synthése : supposons M = ( a_erb a i b ) avec a # 0.

1 b
On pose N = -1 — —J.
a a

Ona:MN = (al—i—bJ)(%I—Q—bQJ) :I+(—§+S)J:I

Ce qui prouve que M est bien inversible.

Conclusion : les éléments inversibles de H sont les matrices M = ( a_+bb “ i b ) avec a #0| (2.75 pts)

4. Si M = al + bJ est un diviseur de zéro, alors il existe une matrice N non nulle de H telle que M N = 0.
M n’est pas inversible (car sinon, en multipliant par M ! & gauche la relation M N = 0, on obtiendrait N = 0)
On en déduit que a = 0 (car d’apreés la question précédente, on a 'implication : M inversible => a # 0)
D’ou M = bJ avec b # 0.

Réciproquement, si M = bJ avec b # 0, alors M2 = b2J? =0
Donc M est un diviseur de zéro.

Conclusion : les diviseurs de zéro de ’anneau # sont les matrices M = < _2 _Z ) avec b# 0| (1.75 pt)




