EXERCICE 1 : ETUDE D’UNE SUITE DE POLYNOMES (12 PTS)

1
l.(a) PL=2XP— (1+X?)P)=2X et P, =2XP, — 5(1 + X?)P] =3X? — 1.

|PL=2X et ,=3X2—1] (0.5 pt)

(b) Soit Py, : deg(P,) < n.
Po, P1 et Py sont vraies.

Supposons P,, vraie pour un entier n > 2.
On sait que deg(P,) < n, et donc deg(P,) <n — 1.

1
On a alors deg(2XP,) <n-+1et deg<?(1 + XQ)P;I) <n+1
n
1
Comme P, = 2XP, — —— (1 + X2)P.,
n+1

alors deg(Pp41) < max(deg(QXPn), deg(T
n

‘ Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, Vn € N deg(P,) <n ‘ (1 pt)

(c) Le coefficient devant X"! dans 2X P, est égal & 2a,,.

Le coefficient devant X"~! dans P! est égal & nay,
nan,

+1(1+X2)P7; est égal & ——

En identifiant les coefficients de degré n + 1 dans la relation de récurrence, on a :

et donc le coefficient devant X" t! dans
n

. n+2
c’est-a-dire an41 =

:2 —
Int1 an n+1 n+1

an

. 2 2 a 2 ~ .
La suite de terme général 1 est donc constante, égale & son premier terme ag.
n

On en déduit que‘VnEN anp=n+1

Comme deg(P,) < n et le coefficient devant X™ est non nul, on a m (1.5 pt)
2. Soit Pp : Po(—X) = (—=1)"Po(X).
Py(—X) =1=(-1)"Py(X), ce qui justifie que Py est vraie.
Supposons que P, soit vraie pour un entier n € N.
On commence par expliquer la relation qu’il y a entre P, (—X) et P/ (X) :

Ona: P,(—X) = (—1)"P,(X).
On dérive cette relation : —P) (—X) = (-1)"P.(X).

On utilise la relation de récurrence :

Pasa(=X) = 2= X)Pu(=X) = — = (14 (= X)) PA(=X)
= (-1)"*t12X P, (X) — ) (1+X%)(-1)"HPL(X)

= (1 (2XPX) - (1 XDPL))

= ()" P (X)

P41 est vraie.

‘Ainsi7 on a montré que Vn € N, P,,(—X) = (—=1)"P,(X) ‘ (1.5 pt)

3.(a) Soit P, : P = (n+2)P,.

P, est vraie.

1
1(1 + XQ)PTQ)), on en déduit que deg(Pn+1) <n+1



Supposons P,, vraie pour un entier n € N.

Poio = 2XP,i1— n—+2(1 +X?)P, ., et Pl =(n+2)P,
= 2XP,—(1+XHP,
dou P, = 2P,1+2XP, ,—2XP,—(1+X?*)P,
= 2P, +2(n+2)XP, —2XP,—(1+ X?)P,
=2(n+1)XP,
= 2P,1+(n+1)x [2XP, — n—+1(1 + X3P,

= 2Pn+1 + (n—l— 1)P77,+1
= (n + 3)Pn+1

Ainsi P,, 41 est vraie.

‘Vn eEN P, =(n+2)P, ‘ (2 pts)

1
On évalue en 0 la relation P45 = 2X P, 41 — ?(1 + X?)P) 4,
n
1

on obtient P,42(0) = f?P/ZH(O)
n

On évalue en 0 la relation P, = (n + 2)FP,, on obtient P, ,(0) = —(n + 2)P,(0)
Ainsi, on trouve P,12(0) = —F,(0).

Comme Py(0) =1, on déduit alors que Yn € N Py, (0) =
Comme P;(0) =0, on déduit alors que Yn € N Pa,11(0)

(=1)"
=0 (1.5 pt)

Remarque : on a d’aprés la question 2, Pap11(X) = —Papg1(X)
En évaluant en 0, on retrouve : Py, 41(0) =0

On déduit de la question 3a :

x

/ "+ 2) P (1)t = [Pnﬂ(t)]
0

0

AinsiVe € R Poyy(z) = Pyt (0) + (n +2) / P, (t)dt
0

Vz € R P3($)=P3(0)+4/ Pg(t)dt:4[t3—t}0:4m3—4x.
0

Le polynéme P; — 4X? + 4X admet donc une infinité de racines, donc est nul. ‘ Ainsi, P; = 4X3 —4X

vz € R P4(x):P4(O)+5/ Pg(t)dt:1+5{t472t2r:5:p4—10x2+1.
0 0

‘ On en déduit, comme précédemment que : P, = 5X% — 10X2 41 ‘ (1.25 pt)

En utilisant la question 3a, on obtient immeédiatement le résultat :
1
Pn+2 = 2XPn+1 — m(l + X2)P7,/l+1 = 2XP7H_1 - (1 + XQ)Pn (0.25 pt)
Upt2 — 20Upy1 + (1 + 2%)u, = 0.
(un)n>0 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique r? — 2zr + (1 + 2?) = 0, de
discriminant A = —4.

Les racines de cette équation caractéristique sont : x + i et x — 1.
Il existe des complexes C; et Cs tels que Vn € N w,, = C1(z + )" + Ca(x — i)™

& + Cy = 1 (1)

(ac + Z)Cl + (J} - ’L)Cg = 2 (2)
(2) — (x —1i) x (1) donne 2iCy = x +i et (2) — (z+ i) x (1) donne —2iCy = x — 3.

1
AinsiVvn e N  u, = 5 [(z+d)" T — (x—i)" T | (2.25 pts)
i




1
(c) Le polynome P, — % [(X +4)" "' — (X —4)" " ]admet donc une infinité de racines, donc est le polynéme nul.
1

Pam L[ iy - (X -] | (0.25 pt)

EXERCICE 2 : POLYNOMES RECIPROQUES
. (X = 1)™ est de degré n, et d’aprés la formule du binome, (X — 1) = Z (Z) (—1)n kXt
k=0

Notons ay, le coefficient de degré k de ce polynéme. On a donc : ay = (—1)"* <Z>

e si n est pair : alors (—1)" =1, d'ott (=1)"7F = (=1)*.
Par conséquent, Vk €[[0, n] an—i = (1)k< " k) = (—1)"*k <Z> = ay.
n—

(X — 1)™ est un polynome réciproque.

e si n est impair : le coefficient de degré n vaut 1, et le coefficient de degré 0 vaut —1.
(X — 1)™ n’est pas un polynéme réciproque.

‘ (X — 1)™ est un polynome réciproque si et seulement si n est pair

(1.5 pt + 0.25 pt de bonus pour preuve bien structurée)

. Notons P = Zaka.
k=0

Ona:VzeC* z"P(i)=2" Z % = Zakz”*k = Zan,izi =P(z). (1 pt)
k=0 k=0 =0

i=n—k 4

Supposons P réciproque, alors P= P,douVzeC* P(z)= z"P(%) (0.25 pt)
Supposons Vz € C*  P(z) = z"P(%)
Alors Vz € C* P(z) = P(2)

Ainsi, le polynéme P — P admet une infinité de racines donc est le polynome nul : P = P. (0.75 pt)

P est un polynome réciproque si et seulement si Vz € C*  P(z) = z"P(%)

.(a) Soient P; et P, deux polynomes réciproques de degré respectivement nq et no.
Alors P P> est un polyndéme de degré ni + ny qui vérifie :

W2 e T (PiPy)(2) = Pi(2) x Py(2) = 2™ Py <1) x 2" Py <1) — 2t (P ) G)

z z

‘ Donc P; P, est un polynoéme réciproque‘ (1.25 pt)

(b) S est un polynome de degré n — g.
Ona P=QS,doncVzeC* P(1)=Q(2)s(2).
On multiplie par 2" :
VzeCr  2"P(1)=21Q(1) x z"715(2).
Or P et @ sont des polynémes réciproques, et § est un polynome de degré n — ¢, donc :
VzeC*  P(z)=2"P(1), Q(z) = 27Q(2) et S(z) = z"715(1).
On obtient alors : Vz € C*  P(2) = Q(2)5(2).
Comme P = @S, on a également : Vz € C*  P(z) = Q(2)5(z).
On en déduit que : V2 € C* Q(2)S(2) = Q(2)S(2)
Le polynéme @Q admet au plus ¢ racines distinctes.

Il existe donc une infinité de valeurs de z tels que Q(z) # 0 et on obtient pour ces valeurs :

S(z) = 8(z)



Le polynéme S — S admet donc une infinité de racines : il est nul

et |ainsi S est un polynome réciproque‘ (2.5 pts)

4. P est un polynome réciproque, donc Vz € C*  P(z) = z"P(%)
Pour z = —1, on obtient : P(—1) = (—-1)"P(-1).
Or n est impair, donc (—1)" = —1 et ainsi, P(—1) = 0.

‘ P est donc divisible par (X + 1) ‘ et d’aprés la question 2b, comme X + 1 est un polyndéme réciproque,

‘ le quotient de P par (X + 1) est un polynome réciproque‘ (1.25 pt)

5.(a) On pose B =aX?+bX + c.
1 1\2 1
Vz € C*, B(z—l——)za(z—i——) +b(z—|——)—|—c
z z z
D’ou, ZQB(z—l— —) =azt+b22 +(2a+c)22 +bz+a.
z
1
Pour a =5, b= —24 et ¢ =16, on a donc : zQB(z + —) = A(z). (1.25 pt)
z
(b) Les racines de B = 5X?% — 24X + 16 sont 4 et 4/5.
A(0) #0,et pour z € C*,ona: A(z) =0<= B(z+1)=0
1 1
<= z+-—=4ouz+-=4/5
z z
=22 —dz+z=00uz?—224+1=0

2 +iv21 2 —iv21
<:>z:2+\/§ouz:27\/§ouz:++ouz:+\/_

2+iv21 2 —iv21

Ainsi, les racines de A sont 2+ v/3, 2 — /3, 3 5

(2.5 pts)

(c) A:5(X727\/§)(X—2+\/§)(X27%XJrl) (0.75 pt)

6. (a) Soit Py, : deg(Ry) = n, le coefficient dominant de R,, est 1,
P1 et Py sont vraies.
Supposons P, _1 et P, vraies pour un entier n > 2 et montrons que P, 41 est vraie.

Ona:Ry1=XR,—Ry_1.

Comme deg(XR,) =n+ 1 et deg(R,—1) =n — 1, les degrés étant distincts, on en déduit que :
deg(Rp+1) = max(deg(X R,),deg(Rn-1)) =n+1

Le coefficient dominant de R, est égal au coefficient dominant de X R,,, donc égal a 1.

Ainsi P, 41 est vraie.

‘ R, est un polynome de degré n unitaire (ie de coefficient dominant égal a 1) ‘ (2 pts)

1 1
(b) Soit P, : Vz € C* R, (z+—) =2"+ —.
z z

1
Ry <z+ —> = z+% : Py est vraie.
z

1 1\? , 1 :
Rolz+=)=(24+4=] —2=2 +—2,d0nc732estvra1e.
z z z

Supposons P, _1 et P, vraies pour un entier n > 2 et montrons que P, 41 est vraie.

1 1 1 1
Soit z € C*,ona: Ry41 (z—l——) = (z—i——)Rn (z—i——) - R, (z—i——)
z z z z
1 1 . 1
=lz+- )"+ ) (" + o
z 2" Al

1
_ n+l1
=z +Zn+1'

Pr41 est vraie.

1 1
Ainsi, d’aprés les principe de récurrence, Vn € N* Vze C* R, <z + —> =z"+ — (1.5 pt)
z z




(¢)

On pose z = €.

1 ) )
24+~ =€ + e = 2cos(f) (d’aprés les formules d’Euler).
z

Ro(2c0s(0)) = R (z N l)

z
= Z" + —

Z'ﬂ
— einﬁ 4 efin(f
=2cos(nf) (1 pt)

D’aprés la relation précédente, I’équation R, (2 cos(f)) = 0 est équivalente & ’équation cos(nf) =0

avec nf € [0, nx).

. . . . ™
La fonction cos s’annule exactement n fois sur l'intervalle [0, n7|, aux points 5T km avec k €[0,n — 1].

Ainsi, I’équation R, (2cos(f)) = 0 admet n solutions dans [0, 7] : les réels

n

(2k+ )7

)

avec k €[[0,n — 1]

(2k + )m

Pour tout k €[[0,n — 1], 5
n

€]0, ], et la fonction cos est injective sur |0, 7|, les réels z, = 2 cos

(2k+ )m

2n

sont deux & deux distincts, appartiennent a lintervalle | — 2, 2[ et sont des racines de R,,. R,,, étant de degré n,

ne posséde pas d’autres racines que les réels (zx)o<k<n—1-

‘ Le polynome R,, admet donc n racines réelles dans | — 2, 2[‘ (3 pts)

n—1

Comme deg(R,) =1 et R,, est unitaire, on en déduit que | R, = H (X — 2cos (

k=0

2k + 1)m

n

)

Cette derniére écriture correspond a la décomposition de R,, en facteurs irréductibles de R[X].

Existence :
2q
Posons P = Z apX".
k=0
Comme P est réciproque, pour tout k € [0, 2q]], azq—r = ai et on peut alors écrire :
q—1
P=> ap(X" 4+ X27F) 4 ¢, X1,
k=0
q—1 1 q—1 1
VzeC*  P(z) =21 [Z ag <zq—k Jrzqk) +ag| =2 lz arRp_i <z + ;) + aq
k=0 k=0
qg—1
Le polynéme T = Zaqu,k + aq vérifie : V2 € C* P(z) = 29T (z + %)
k=0
qg—1
T=aoRy + Z apRy—i + aq.
k=1

q—1

Le polynoéme agR, est de degré g, et le polynéme Z axRy—i + a4 appartient & R,_1[X].

k=1
Donc deg(T) = gq.
Unicité :
Soient T et Ty deux polyndmes vérifiant les conditions requises.
Alors Vz € C* Ti(z+ 1) =Ta(z+1).
Les nombres complexes z + %, avec z € C*, sont donc des racines de 177 — T5.

(0.5 pt)

Comme la fonction z — z + % prend une infinité de valeurs, le polynéme T — T5 admet donc une infinité de

racines.

Par conséquent, le polyndéme T} — T5 est le polyndéme nul. Ainsi, T} = T5.

)



