PREPARATION A L'INTERROGATION DU MARDI 25 FEVRIER
Question : déterminer le développement limité d’ordre 4 au voisinage de 0 de f : x — In (ch(x) + 2z) (3.5 pts)

ZEQ :E4
_ o, v 4
fx) g,:>01n <1+2$+ > + 2 +o(z ))
2 3 4 2 a4
o u(x) — “ éx) + 2 ?Ex) Ll iz) + o(z*) avec u(z) =2 % + % + o(z)

4
) = 4dx? 4223+ Ly o(z*)
z—0 4
u(z) = 823 + 62 + o(z*)

) = 16a* + o(x?)

D’ou f(x) S (% - 2)x2 + (— 1+ 2)13 + (i 21 +2 —4)ac4 + o(z?)

3x2 5z 7 2524

Ainsi, f(x) = 2x 5 + 3 T +o(z*)

arctan(z)

Question : (3.5 pts) déterminer le développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de f : z — m .
n X

3 :172

x 52 9
3 13 o)

Ainsi, f(z) = 1+

Tr—r

Question : QCM (3 pts)
F®)(0)

37

a) en effet, d’aprés la formule de Taylor-Young, le coefficient de 2 est

d’ou f®)(0) =3 x 3! =18

b)| f(z) o 2 — 32 + 423 + o(z?)

De ce développement limité, on déduit que f(0) =2 et f(z) — 2 ~ —32?%, donc au voisinage de 0, f(z) —2 <0
r—r
Ainsi, au voisinage de 0, f(x) < f(0)

2z T
c) en effet, le quotient +T\/_ tend vers 2 et non vers 0

U 1
d)| /u, | en effet, le quotient ¥— = —— tend vers 0

Un \ Un
e) en effet, (n+1)2 ~ n?
n—-+oo
eln
| un = n+o(1) en effet, u, =n+e¢, avece, —> 0,donc — =¢e*» — 1
n—+4oo n—+4oo en n—-4oo

Question : (1.5 pts)

1\ 1
On définit les suites u et v par : Vn € N*, u,, = (1 + —) et v, =1In (1 + —)
n n

1 1 1 1
e Donner un développement, asymptotique de v,, a la précision — : Uy = — — —= + o(—)
n? n  2n2 2




e Déterminer un équivalent de u,, — e :

Uy = €XP (nln (1 + %)) = exp (m}n)

1 1 1 1
Un = €XP (1 3 + O(ﬁ)) e exp(1l) x exp ( o + O(ﬁ)) en utilisant exp(a + b) = exp(a) exp(b)
. _ 1 1 y -
D’ou : u, e © (1 ™ + O(E)) en utilisant exp(x) o 14z +o(z)
On en déduit : | up, —e ~ _°
n—+oco  2n

EXERCICE 1 : ANALYSE

1. Approximation rationnelle de la fonction cos au voisinage de O :

22 xt af
(a) f(ﬁC) xi() (1 — ? + ﬂ — ﬁo + O(ECG)) — (1 + G/.I'Q) (1 — bﬂCQ + b2$4 — b3$6 + 0(1’6))
IEQ IE4 IEG
= (1 -+ -2+ 0(:176)> - (1 ¥ (a—b)z2 + (b2 — ab)z? + (ab® — b3)zS + 0(:176))
Ainsi, f(z) = bfa—1 22+ (ab— 0%+ 1 ot + (03— ab? — L 2% + o(x%)
’ z—0 2 24 720
N P : ‘ 1 , 1
(b) Pour que f(z) soit négligeable devant z* au voisinage de 0, il faut et il suffit que b—a— 5= 0et ab—b*+ Y 0.
1 1
b —a = 5 b —a = 5
On résout le systéme : , qui est équivalent &
b(b—a) = — b_1
24 2 24
On obtient ainsi b ! is >
n 1€1 1NnS1 = — 1 = ——
2P

2. Etude d’une suite définie implicitement :

(a) La fonction f,, est dérivable et Vz € [0,1]  f/(z) = 52 +n > 0.
fn est strictement croissante et continue, donc réalise une bijection de [0, 1] vers [—1,n] qui contient 0.

‘ L’équation f,(z) = 0 d’inconnue « € [0, 1] posséde une unique solution u, ‘

1
(b) fn(un) =0, donc u, = — x (1 —ud).
n
De plus, 0 < up, <1, dou 0 <ud <1,puis 0<1—ud <1.

1
Par conséquent, — x (1 —ud) " 0 (produit d’une suite convergeant vers 0 et d’une suite bornée)
n n— o0

On a montré que lim wu, =0
n—-+o0o

5

(c) Comme u?

— 0O,alors 1 —ud ~ 1.

n—-+o0o n—-+o0o
1—ud 1
Et u, = . ldoncu, ~ —
n n—+oo n
5 : 5 1
(d) fn(un) =0, donc u) =1 — nuy,, ce qui donne : u) = n(— — uy)
5
. U
Dou u,, — — = ——2.
n
5 1
Oru, ~ —,doncu; ~ —.
n—-+oo n—-+oo n5
. 1 1
Ainsi, u, — — ~ ——
n n—+oo nb




EXERCICE 2 : ANALYSE
1. La fonction f est continue sur R et sur R* comme quotient de deux fonctions continues.

De plus, e —1 ~ =z, donc lim
x—0 z—0 e — 1

= 1= f(0) : la fonction f est continue en 0.

Ainsi, la fonction f est continue sur R‘

Déterminons le développement limité a ’ordre 2 de f au voisinage de 0. La présence de x au numérateur nous incite
A partir d’un développement limité de e — 1 & 'ordre 3 :

z?2 28
T _1 = s s 3
e Iﬁox+2+6+o(z)
Ainsi, nous obtenons :
x _ 1
et —1 20 r 2’
1 — - 2
+ > + 6 + o(x?)
1 2 2
Or, nous savons que = 1—u+u®+o(u?).
1+ u u—0

2

Appliqué ici avec u(x) = § + F — 0, nous obtenons :
z—0

x x $2 x 1172 2
= 1-(Z24+= Sz 2
- (5 5) (5 5) o

Développons en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal & 2 :

x x  x? n x? +o(z?)
=1-—-——-——+—+0o0
s —1a0 2 6 4 OV
Ainsi, —= 1= 242 o)
insi, —— = 1——+ —+o(x
Te? —1 a—0 2 12
1
La fonction f admet un développement limité d’ordre 1 en 0, donc est dérivable en 0 et f/(0) = —3-
L ) - o . 1 by 1
2. (a) De l'unicité du développement limité de f, on déduit les relations : by = 1, by = —3 et 5 = 1 donc by = =
. . ) eQx + 1
(b) Soit x € R*. On a : g(z) = 627«'—1+$:$X ]
6729: +1 e*QI(l +e2:c)
On en déduit que Yz € R*  g(—z) = g(x).
Comme ¢(0) = 0, la relation s’étend au point z = 0.
‘ Ainsi, la fonction g est paire‘
Du développement limité de f, on déduit :
= zn:b—k )+ 2+ o(a™) = by + (2b —1):5—}—2”:@30’“4-0(:5")
=50 k=0 ' - 1 k=2 k!

Or la fonction g est paire, donc les coefficients des termes impairs de son développement limité sont nuls, d’oil
2b1 + 1 =0 (ce qu’on savait déja) et : ‘Vk eN*  bopyr1 = O‘

(c) On note h(z) =e* — 1.
Pour n > 1, on dérive n 4 1 fois la relation f(z) x h(z) = x en utilisant la formule de Leibniz :

n+1

Z (” + 1) FE (@) ROHR) () =

k=0



Pour k €[[0,n], on a h("*1=F)(z) = e et pour k =n + 1, on a h(*T1=F) () = ¢* — 1. D’o1 :

> (" )@ + s @ -1 =0

k=0

n

1
En évaluant en 0, on obtient bien la relation : | Vn € N* Z (n + >b;C =0

k
k=0

La relation précédente permet de calculer de proche en proche les nombres de Bernoulli en isolant le dernier

terme : )
~— /n+1
b, = — bi
== ("1 )

k=0
(%), B O Fp—
5[)4_—2 1 bk——(b0+5b1+10b2)——6, ou b4—_%
k=0
bg = 57b*b by + 21b b*ld’\b*1
76—*2 i k= —(bo + 7by + 2+354)*67 oulbs =75

k=0
On montre par le calcul que la relation de ’énoncé est bien vérifiée pour x € R* :
e* —1—ze

x 2 _ 2
of/ (@) + (@ = D)+ S2) = 0 x o+ T ey
re® —x — 1% + (22 — x)(e® — 1) + 22

) (=1 -

Cette relation est également vraie au point 2 =0 (car f(0) = 1).

D’apreés ce qui précéde, la fonction ¢ est nulle.

On utilise la formule de Leibniz pour obtenir Pexpression suivante de ¢(2™) () :
2n
2n i —
P (@) = af (@) + 200 Pw) + 0 = D)+ 202 Dw) + 3 () 1P @ o)
k=0

2n
2
On évalue au point 0 : (2™ (0) = 0 = 2nbay, — bay + 2nbay—1 + Z ( IZL) brbon—i
k=0
Or les nombres de Bernoulli d’indice impair sont nuls & partir de 3.

En particulier, comme n > 2, alors by, _1 = 0.

2n
. 2n
On obtient alors : (2n — 1)be, + ,;_0 ( . )bkb%_k =0

k pair

)
(2n — 1)bay, + ; <2k> bokban—2k =0

On sort le premier et le dernier terme de la somme :

n—1
2n
2n —1 P
(2n — 1)bay, + bobay + banbo + ;;:1 (2k> borbop—or =0

n—1
2
Ainsi, Vn > 2 (2n+ Dby = — (22) bok ban—2k
k=1

Soit P,, la proposition : ba, est du signe de (—1)"*1.

by = ¢ est du signe de (—1)% : Py est vraie.

On suppose P(1), P(2), ..., P(n — 1) vraies pour un entier n > 2.

Alors, pour tout k €[1,n — 1], bax, est du signe de (—1)**1 et by, o est du signe de (—1)"~F+1,

Le produit bagba,—ok est alors du signe de (—1)".

n—1
2
Or (2n + 1)bg, = — Z (27;) bok ban—ak , et tous les termes de la somme sont du signe de (—1)".
k=1

Par conséquent, by, est du signe de (—1)"*! : P, est vraie.



‘ Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n non nul, by, est du signe de (—1)"*+! ‘

1
4. (a) La fonction H : x — — est de classe C™ sur R* et la fonction F' 'est également (par hypothése),

x
donc G est de clagsse C™ sur R* (comme produit de deux fonctions de classe C™), et d’aprés la formule de

P
Leibniz : ») = P\ k) po—k)
eibniz Vpelo,n] G Z (k:)H F
k=0
K (1) k! . , -
Comme H¥)(z) = —i71 > on obtient le résultat souhaité.
x

(b) Soit (k,p) un couple d’entiers tels que 0 < k < p < n.
Comme F est de classe C"1, alors F(P—%) est de classe C" 1Ptk et donc aussi de classe C*TL.
D’aprés la formule de Taylor-Young, on a au voisinage de 0 :

k+1 .
Fpt+i k)(o) )
(p—k) _ R S P k+1
F (x) = E ] ' +o(z" )
=0 N ———
=0

k+1

F(®=k) () est ainsi négligeable devant x au voisinage de 0

F®=k)(z)
(c) On obtient alors lim = 0 (pour tout entier k& compris entre 0 et p).

—0  ghktl

On en déduit (avec la relation de la question a) que lim0 GP)(z) =0
Tr—r

(d) On démontre par récurrence la proposition H, : G est de classe C? sur R.
Comme 1in% G(z) = 0= G(0), G est continue en 0.
r—
G étant également continue sur R*, on en déduit que G est continue sur R.
Ho est vraie.

Supposons H,_1 vraie pour un entier p €[1,n].
G®=1 est continue sur R, dérivable sur R* et (GP~D)'(z) = G®) () — 0
z—
D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, G(P—1) est dérivable en 0 et G)(0) = 0.
De plus, GP) est bien continue sur R : G est de classe CP.

‘H, est vraie.
On a montré par récurrence que pour tout p €[[0, n], la fonction G est de classe C? sur R.

| La fonction G est de classe C™ sur R|

n+l g
(e) On définit la fonction F sur R par F(z) =e® — 1 — Z % .
k=1 "

F est de classe C™*1 sur R.

F admet un développement limité d’ordre n + 1 au voisinage de 0 : F(x) = o(z" ).
T—

Ce qui prouve que Yk € [0,n + 1], F®)(0) = 0.

- C : s F(z) . .
D’aprés ce qui précéde, la fonction G définie sur R* par G(x) = ——= et prolongée au point 0 en posant G(0) = 0

x
est de classe C™.
et —1 fasgsis) 1
Ona:Vz e R", o G(x) + kz_; o c’est-a-dire : Vo € R*, 7@ = G(z) + P(x).
=
=P(2)

1
Cette relation s’étend au point 0 vu que m =1,G(0)=0et P(0)=1.
Or P est de classe C™.

1
Par conséquent, la fonction ? est de classe C"™ sur R et ne s’annule pas.

Son inverse f est donc aussi de classe C™ sur R‘

Compléments :

Les nombres de Bernoulli apparaissent dans de trés nombreuses applications : formule d’Euler-Maclaurin, étude de
la fonction zéta de Riemann, développements limités des fonctions tan et th au voisinage de 0.



On montre en effet que Vo € R*  th(z) = M

d’ordre 2n — 1 au voisinage de 0 de la fonction th.

, ce qui permet de déterminer le développement limité

2x 1

Soit z € R*. On a vu & la question 2b que g(z) = x X 62 : + o
et —

e4x+1 621+1
2 — :2 —
9(2z) — g(x) 17><e4x_1 T T
Diog 922 —g@) _ el el 2 4 1 — 1) - (e 1) + 1)
x etr —1 e —1 (e* —1)(e2 — 1)

On note N le numérateur de ce quotient.

N — 2(66:6 _ e49: + 62:6 _ 1) . (661 + e4x . 62:6 _ 1)
=87 — 3% £ 3627 — 1
= (e*®* —1)3  (formule du binéme)

Au dénominateur, on utilise I'identité remarquable suivante : e® — 1 = (e2* — 1)(e?* 4+ 1)

9(2z) — g(z) (e? —1)3 €2

T (e2* —1)(e2® + 1)(e?® — 1) T e 41

sh(z) e*—e™® e2®-1
Et th(z) = = =
(z) ch(z) e*+e ™ e2+1

Ainsi, pour tout z € R*, th(z) =

La fonction th étant impaire, les coefficients de rang pair de son développement limité au voisinage de 0 sont nuls.

- 2% b 2
g(2z) = Z % 2m2k—|—0( ") etg(w) 0+Z % z?* + o(z®™)

1—)0
k=1

b 2% 2% 1) o
D’ou th(z) = E 2k )x2k71+0(x2"*1)
x—0
k=1

22k -1
On montre également que : | tan(x Z |bog| ——— ) 2?F 1+ o(2?)

Il y a également un lien entre les nombres de Bernoulli et la suite de nombres (a,)n>0 étudiée lors de exercice 3

du devoir surveillé 6 :

Les polynémes n! A,,(X) sont appelés polynomes de Bernoulli.




