EXERCICE : SOUS-ESPACES VECTORIELS DE R?

1. Baréme : 2 points (1 point pour la résolution du systéme avec ’introduction de 2 paramétres, 0.5 point pour
la mise en évidence d’une famille génératrice, 0.5 point pour la justification que la famille est libre)

2c — 4y + =z + t =0
(x,y,z7t)6F<:>{3x - y 4+ 4z — t =0

2c — 4y 4+ z + t =0
{ T — y + =z =0 LQ(—%(L1+L2)
r==x

y=x+z

z=z

t=2x+4 3z

On en déduit que F = {(acmc +2z,2,20+32) | (z,2) € RQ} = Vect(u,v) avec u = (1,1,0,2) et v = (0,1, 1, 3)

Les deux vecteurs u et v forment une famille génératrice de F'. Comme de plus, ils ne sont pas colinéaires, ils sont linéairement
indépendants.

Ainsi, la famille (u,v) est une base de F‘

2. Baréme : 2 points (0.5 point pour la relation linéaire exprimant ¢ en fonction de a et b, 1.5 point pour les
équations linéaires caractérisant G)

On a : ¢ = 3a + 2b. Par conséquent, G = Vect(a,b).

(z,y,2,t) € G <= il existe (A1, A2) € R? tel que \ia + \ob = (z,y, 2, )
Al — AQ =X
=21 + X =y
A+ Ao =2z
M 4+ 2 =2z
Al — )\2 =X
-1 =y+zx
21 =z4+zx
31 =2+t

2 t
+x ot —(y+z) = :v3+

<= il existe (A1, \2) € R? tel que

<= il existe (A1, \2) € R? tel que

= —(y+z)= z
<= 3r+2y+z2=0etdbx+3y+t=0.

Ces deux derniéres équations caractérisent les éléments de G :

G:{(x,y,z,t)€R4|3x+2y+z:0et 5x+3y+t:0}

3. Baréme : 2 points

2c — 4y + =z + t =0
3r — y 4+ 4z — t =0
(z,y,2,t) e FNG <= 35+ 2% 4+ oz -0

Sz + 3y + t =0
2c — 4y + z 4+ t =0
T — y + =z =0 LQ(*%(L1+L2)
3x + 2y + =z =0
3r + Ty — =z = Ly<—Ly—1n
2c — 4y + z 4+ t =
r — y 4+ =z =0

=9\ 22 + 3y =0 L3 <— L3z — L2
4r + 6y =0 Ly <— Ly+ Lo
T=x
y=—2z

— 3 5
2=y—T=—3T

t=4y -2z —z= -3z

Ainsi, FNG = {(x, —2z,-3z,-3z) |z € R}

‘ F= Vect((S7 —2, -5, —9)) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur w = (3, —2, —5, —9)

4. Baréme : 0.75 point

On vérifie aisément que u € H et v € H (les composantes de ces deux vecteurs vérifient ’équation de H).

On en déduit que Vect(u,v) C H,
De méme, a € H et b e H, [done G  H|



5. Baréme : 2 points

Méthode 1 : on détermine une équation de ’espace vectoriel F' + G

F + G = Vect(u,v,a,b).

(z,y,2,t) € F 4 G <= il existe (A1, A2, A3, A\s) € R? tel que A\ju + Aov + Aza + Aab = (2,9, 2, 1)
A1 + A3 -\ =z
Al FA —2x3 +M =

A2 A3+ =z
201 +3Xe +A3 +2\ =t

<= il existe (A1, A2, A3, A1) € R* tel que

A1 + A3 -\ =z
A2 =33 +2\ = y—x

A2 +As +As =z
32 -3 +4\y =t-—2x

<= il existe (A1, A2, A3, Aa) € R? tel que

A1 + A3 -\ =z
Ao =33 +2\ = Yy—x
43 A =z—y+czx
83 -2\ =t+4+z-— 3y

<= il existe (A1, A2, A3, A1) € R? tel que

—2z—y+z)=t+x—3y
< cr+y+2z2—t=0 on reconnait I'équation de H

Ainsi, F + G = H |

Méthode 2 : on procéde par double inclusion
F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de H, donc F'+ G C H.

(z,y,2,t) EH<=x+y+22—t=0

T=x
y=yv
z=z
t=x+y+2z

On en déduit que H = {(a@y,z,m +y+22)](z,y,2) € R3} = Vect(w1, we, ws) avec wy = (1,0,0,1) et wa = (0,1,0,1) et
ws = (0,0,1,2)

On rappelle que F' = Vect(u,v) avec u = (1,1,0,2) et v = (0,1,1,3) et G = Vect(a,b) .
On vérifie que :

o w ——uflv+la
YTa 1 T

1 Jr1 1

° = — -V — —
w2 4u 41; 4a

o w ——lu—i—%v—&—la
T4 Ty Ty

Cela prouve que w1 € F+ G, w2 € F+G et ws € F+ G
On en déduit que : Vect(wy, w2, ws) C F'+ G ,cest-a-dire : H C F+ G .

Méthode 3 : on utilise les résultats sur les dimensions
F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de H, donc F'+ G C H.

On sait également que : dim(F) = 2, dim(G) =2 et dim(FNG) = 1.

Donc d’apreés la formule de Grassmann, dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = 3.
Comme F + G C H, on a dim(F + G) < dim(H), donc 3 < dim(H).

De plus, H est un sous-espace vectoriel de R* distinct de R*, donc dim(H) < 4.

On en déduit que dim(H) = 3.

On aainsi F + G C H et dim(F + G) = dim(H) : ‘par conséquent, '+ G = H ‘

1. Exercice 1 :

e1 = (1,0) et e2 = (0,1) engendrent ’espace R?, donc Im(f) = Vect(f(el),f(eg)) = Vect((l, 1,-1),(1, 72,3)) .

v1 v2

v1 et vz étant non colinéaires, ces deux vecteurs forment une base de Im(f).

Ainsi, rg(f) = dim(Im(f)) = 2.
Comme rg(f) = dim(R?), alors f est injective : | Ker(f) = {o}

On peut aussi déterminer Ker(f) en résolvant le systéme f(x,y) =0



Déterminons une équation du plan Im(f) :

Soit (x,y,z) € R?.
(z,y,2) € Im(f) <= F(A1,A2) €R?  \jv1 + davo = (2,9, 2)

A+ Ao = x

< 3(A\1,A\2) €R? A= 2x =y

A1+ 3 = =z

A+ Ao = x
<= I\, A2) €R? 32 = z—y
A = z+2
T+ z _T—y
4 3

<— —zr+4y+32=0

On obtient ainsi deux descriptions possibles de Im(f) (I’énoncé n’imposant pas de description particuliére, on pouvait se
contenter de donner une base de Im(f))

‘ v1 = (1,1, -1) et v = (1, —2,3) forment une base de Im(f) ‘

‘ Im(f) est le plan d’équation —z + 4y + 3z =0 ‘

2. Exercice 2 :
(a) Soit (x,y,2) € R3.

(z,y,2) € Ker(f) < f(z,y,2) = (0,0,0)

T + v + z =0

<= -3z - 2y =0
-z + 2z =0
x + vy + z =0

= —3r - 2 =
—3x — 2y =0 L3 < L3 — 2L1

Ce dernier systéme est échelonné et a deux équations principales : on introduit un paramétre x

r=z

=< y=-3z
z= %x

2
On a également : Ker(f) = Vect(u) avec u = (2,—3,1).

On en déduit que Ker(f) = {(ac7 —3z,iz) |z € R} = Vect((l7 -3, %))

‘ Le vecteur u étant non nul, il forme une base de Ker(f) ‘

Les vecteurs e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1) engendrent I’espace R?,
done Im(f) = Vect( f(e1), f(e2), f(es)) = Veet( (1,-3,-1), (1, -2,0),(1,0,2) ) .
———— —— ——
vy v2 v3

1
Comme v1 = g’l)g —gUs,ona: Im(f) = Vect(vgwg).

‘ vz et vz étant non colinéaires, ces deux vecteurs forment une base de Im(f) ‘

3 1
(b) On remarque que : u = 502 + 5V

On en déduit que : u € Vect (vg, vg), c’est-a-dire : u € Im(f).

Un passage au Vect donne : Vect(u) C Im(f), c’est-a-dire | Ker(f) C Im(f)

(c) On en déduit que Ker(f) NIm(f) = Ker(f) est différent de I’espace nul.

Les sous-espaces vectoriels Ker(f) et Im(f) ne sont pas supplémentaires.

Remarque : Ker(f) + Im(f) = Im(f)




3. Exercice 3 :

a) g o f est une endomorphisme de E et (go f)o(go f) =go(fog)of=gof,donc go f est un projecteur.
—ldp

b) Par double inclusion.

Soit x € Ker(f) : f(z) =0

g(f(z)) = g(0) = 0 car g est linéaire.

Donc z € Ker(g o f).

Soit z € Ker(go f) : g(f(z)) =0.

Donc f(g(f(x)) = f(0) =0, ce qui donne (f o g)(f(z)) =0, c’est-a-dire f(z) = 0.

=Idp

Donc z € Ker(f).

‘ Ainsi, Ker(g o f) = Ker(f) ‘

c) Soit y € Im(go f) : il existe z € E tel que g(f(z)) = y.
Donc y € Im(g).

Soit y € Im(g) : il existe z € F tel que g(z) = y.

Or z =Idr(z) = f(g(x)).

Doty = (go f)(g(x)), et ainsi y € Im(g o f).

‘ Ainsi, Im(g o f) = Im(f) ‘

d) Comme g o f est un projecteur, on a : Ker(go f) @ Im(g o f) = E (le noyau et I'image d’un projecteur sont des sev
supplémentaires).

Ce qui donne : ‘ Ker(f) @ Im(g) = E‘

4. Exercice 4 :

e Déterminons une base de I :
Soit (x,y,z,t) € R*

r + vy + z + t =0
(m,y,z7t)6F<:>{x ~ . o4 2% —o

Ce dernier systéme est échelonné et a deux équations principales : on introduit deux paramétres z et t

r=2z—2t
= -2
Y 24+t
z=2z
t=1t

On en déduit que F = {(z —2t,—2z+1t,2,t) | (2,¢) € ]RQ} = Vect(us, us) avec uz = (1,—2,1,0) et ug = (—2,1,0,1))

Les deux vecteurs us et u4 ne sont pas colinéaires, donc forment une base de F'.

e Montrons que la famille B = (u1,u2,u3,us) est une base de R* :

Soit ()\1, )\2, A3, A4) € R4 tel que A1u1 + Aouz + A3usz + Agug =0
A1 + A3 — 2= 0
Ao — 2X3 + M= 0
Ao+ A3 = 0
A1 + M= 0
A1 + A3 — 2Xx4= 0
Ar = 2+ A= 0 avec les opérations Lg «— Ls — Lo et Ly «— Ly — Ly
33 — M= 0

— A3 + 3= 0
On obtient facilement que A1 = A2 = A3 = A\s = 0.
La famille est libre et a le méme nombre d’éléments que la dimension de R*, donc B = (u1,u2,us, us) est une base de R*.

Par conséquent, Vect(ur, uz) @ Vect(uz, us) = R*, ‘ donc F& G =R* ‘

e Décomposition de a = (1,2,1,2) :

Il existe un unique couple (b,c) € F' X G tel que a = b + c.
c € G : il existe donc (A1, A2) € R? tel que ¢ = Aju1 + Aouz = (A1, A2, A2, A1).
b=a—c=(1—)\172—)\2,1—)\2,2—)\1)



Comme b € F, les composantes de b vérifient les équations caractéristiques de F' :

(1*)\1)+(27)\2)+(17)\2)+(27)\1):O

(1—)\1)—(1—)\2)+2(2—)\1)=0

A+ XA=3
3\ —X=4
. 7 5
Ce qui donne : \; = 1 et Ao = 1
On obtient finalement : ¢ = l(7 5,5,7) et b= 1(—3 3,-1,1)
4 b b b 4 b b b

5. Exercice 5 :
(a) (X, X?) est une famille libre, donc c’est une base de G : | dim(G) = 2

Soit P = aX? +bX + ¢ un polynéme de Rz[X] .
PeF<= P(2)=0
<= 4a+2b+c=0

a=a
= b=1b
c=—4a—2b

D'oi F = {aX2 FbX —4a—2b| (a,b) € RQ} = Vect(Py, Py) avec P = X% —4d et Py = X — 2.
Py et P, étant deux polynomes non nuls de degrés distincts, ils forment une base de F' : | dim(F) = 2

(b) Soit P € FNG.
P € G : il existe (a,b) € R? tel que P = aX? +bX
P € F, donc P(2) =0, ce qui donne : 4a + 2b = 0.
On obtient b = —2a, puis P = a(X? — 2X).
On en déduit que P € Vect(X? — 2X) et donc F NG C Vect(X? — 2X)

Il est évident que le polynéme X2 — 2X appartient & G et & F (il s’annule au point 2).
X? —2X € FN @G, puis Vect(X? —2X) C FNG.

Ainsi, F 1 G = Vect(X? — 2X) |

(c) F et G sont des sous-espaces vectoriels de Ra[X], donc F + G C Ro[X] .

D’aprés la formule de Grassmann, dim(F 4+ G) = dim(F) 4+ dim(G) —dim(FNG) =2+2—-1=3.
dim(F + G) = dim(R2[X]).

‘ Par conséquent, F' + G = Ry[X] ‘

(d) Onpostez—ngleth:X%r%.

Alors Q1 € F (ce polynéme s’annule en 2), Q2 € G et Q1 + Q2 = P.

Remarque : la somme n’étant pas directe, il n’y a pas unicité de la décomposition.
Voici un autre exemple de décomposition de P :

X? X?
X2+X+1:(—T+1)+(5 +X)
6. Exercice 6 :
Soit (x,y,z) € R?.
T=—-y+2z
(z,y,2) eF <= y=y
z=2z
On a donc: F = {(—y+2z,y,z) | (y,2) € RQ} = Vect((—17170),(27071))
—_——— ——

vy Vg
v1 et vy étant non colinéaires, ces deux vecteurs forment une base de F'. Par conséquent, dim(F') = 2.

On pourrait montrer que F et G sont supplémentaires en montrant que la famille (vi,v2,u) est une base de R3 (cf exercice
4). Pour varier les méthodes, on va étudier ici 'intersection de ces deux sous-espaces (en limitant les calculs).



F N G est un sous-espace vectoriel de la droite G, par conséquent, F'N G est soit égal a lespace nul {0}, soit égal & G.
Comme les composantes du vecteur u ne vérifie pas ’équation du plan F', on en déduit que u & F.
Par conséquent, F' N G ne peut pas étre égal G, et ainsi, F NG = {0}.

De plus, dim(F) + dim(G) = 2 + 1 = dim(R®). Ainsi,

Pour déterminer l’expression analytique de p(z,y, z), on va exploiter les deux informations suivantes :
p(z,y, z) est un vecteur de F'

p(z,y,2) — (z,y,2) est un vecteur de G

Comme p(z,y,z) — (z,y, z) est un vecteur de G, il existe A € R tel que : p(z,y,2) — (z,y,2) = X -u=(2X\,\, )
On obtient ainsi p(z,y,2) = (x + 2\, y + X,z + A)
p(x,y,z) appartient a F, donc ses composantes vérifient I’équation de F :

(2420 + (y+ N — 2=+ A) = 0

puis p(z,y,2) = (x + 2N,y + A,z + A) = (fxf2y+4z,fx+2z,fxfy+3z)‘

Ce qui donne : A = —x — y + 2z,

On utilise la relation p + ¢ = Id pour déterminer q :

‘q(xvyvz) = (l’,y,Z) 7p(x7y7z) = (2x+2y*4271+y*227-’”+y*22)‘

On utilise la relation s = p — ¢ pour déterminer s :

‘s(x,y,z): (73x74y78z,72x7y+4z,72x72y+5z)‘

Enfin, on a s’ = ¢ — p, donc s’ = —s, ce qui donne :

‘s'(x,y,z): (3x+4y+8z,2x+y742,2x+2y75z)‘

. Exercice 7 :

a) ¢ — p est linéaire et (¢ —p)* =¢° —qop—pog+p’=qg—-p—p+p=q—p.
Donc g — p est un projecteur.
b) Soit z € Im(p) : p(z) = z.

(g —p)(z) = q(z) — p(x) = q(p(x)) — p(x) = 0 car go p = p, ce qui prouve que z € Ker(q — p).
Ainsi, Im(p) C Ker(q — p).

Soit z € Ker(q) : g(x) =0.

(¢—p)(z) = q(z) —p(z) = —p(x) = 0

Or p=pogq, doi p(z) = p(q(z)) = p(0) =0,

Donc (¢ — p)(x) = 0, ce qui prouve que = € Ker(q — p).
Ainsi, Ker(q) C Ker(q — p).

c) Im(p) et Ker(q) sont des sous-espaces vectoriels de Ker(q — p), donc Im(p) + Ker(q) C Ker(q — p).

Soit z € Ker(q — p) : q(z) — p(z) = 0.

On pose u = p(z) et v = = — g(z).

Alors u € Im(p) et q(v) = g(x) — ¢*(z) = 0, donc = € Ker(q).

Et u+v=p(z)+ 2z — g(z) = z (car ¢g(z) = p(x)), donc z € Im(p) + Ker(q).
Ainsi, Ker(q — p) C Im(p) + Ker(q).

On a ainsi montré par double inclusion : Im(p) 4+ Ker(q) = Ker(¢ — p).

Il reste & montrer que la somme est directe :
Soit z € Im(p) N Ker(q) p(z) = z et ¢(z) = 0.
Drott z = p(z) = p(q(z)) (car p=poq)

Ce qui donne : z = p(0) = 0.

Ainsi, Im(p) N Ker(q) = {0}.

‘ Im(p) ® Ker(q) = Ker(q — p) ‘

. Exercice 8 :
Notons ug = e + exy1 (pour k <n —1) et up =en +e€1.

e Supposons n pair :

S D = D (et ) = 3 (D4 e = (<) ennn)



10.

On reconnait une somme télescopique.
n—1
N k—1 1 . .
D’ol E (=) ug =e1 — (=1)" "en = €1 + e, car n — 1 est impair.
k=1

n—1

Ainsi, u, = Z(—l)k_luk
k=1
L’un des vecteurs de la famille F est combinaison linéaire des autres : la famille F est liée.

Ce n’est donc pas une base de F.

Autre présentation du calcul précédent :

ur — U2 + Uz —us + ...+ Un—1 = (e1 +e2) — (e2 +e3) + (es +ea) — (ea+e5) + ... + (en—1+€n)
le dernier terme est compté positivement car il y a un nombre impair de termes

UL — U2+ U3 —Us+ ... T UR—1 = €1 + Ep = Un

e Supposons n impair et montrons que la famille F est libre :
Soit ()\17 )\2, . )\n) c K" tel que Aul + Xous + ... + Apun =0

On a alors : (A1 + An)er + (A1 + A2)ea + (A2 + Ag)es + ... + (An—1 + An)en =0
La famille (e1, ez, ..., en) étant libre, on déduit que :
)\1+>\n=08th€[[17n—1]] A+ Aer1=0

Comme Vk € [1,n — 1]  Agr1 = —Ag, alors Vk €[1,n]  Ax = (—=1)*T'\; (progression géométrique de raison —1)
En particulier, \,, = A1 car n + 1 est pair.
De plus, A1 + An =0, Aot 2X\1 =0, puis Vk €[1,n] A =0

La famille F est libre.
De plus, Card( F ) = n = dim(E), la famille F est une base de E.

Exercice 9 :
e u + v est un automorphisme, donc rg(u + v) = n.

e Soit y € Im(u) : il existe x € E tel que u(z) = y.
On a: v(y) =v(u(z)) =0 car vou = 0.
Donc y € Ker(v).

Ainsi, Im(u) C Ker(v).

On en déduit : rg(u) = dim(Im(u)) < dim(Ker(v)).
Or d’apres le théoréme du rang, dim(Ker(v)) 4+ rg(v) = dim(E) = n.
D’ou rg(u) < n —rg(v), c'est-a-dire rg(u) + rg(v) < n .

e Soit y € Im(u + v) : il existe z € E tel que u(z) +v(z) = y.

u(z) € Im(u) et v(z) € Im(v), donc y € Im(u) + Im(v).

On a montré que : Im(u +v) C Im(u) + Im(v)

Par conséquent, dim(Im(u + v)) < dim(Im(u) + Im(v))

Et on sait que dim(Im(u) + Im(v)) < dim(Im(u)) + dim(Im(v)) (conséquence de la formule de Grassmann)
D’ou n =rg(u + v) < rg(u) +rgv).

Exercice 10 :

Pour tout z € E, il existe \; € K tel que f(z) = Asx (car f(x) est colinéaire & x, attention le scalaire A\, dépend du vecteur
z). Il reste & démontrer que le coefficient de colinéarité est constant : ie V(z,y) € E* Az = A,.

Soit (x,y) € E? tel que = # 0 et y # 0.

On suppose que (z,y) est libre :

Ona f(z+y)=Xary(zty) et f(z+y) = f(z)+ f(y) = ez + Ayy.

On obtient : ()\zﬂ, — )\z)x + ()\z+y — )\y)y =0g.

Comme la famille (z,y) est libre, on déduit que : Ag4y — Az =0 et gy — Ay =0 .
Par conséquent, Ay = Ay.

On suppose que (z,y) est liée :

Alors y est colinéaire a z : il existe yu € K* tel que y = px.

fW) =My = Agpa et f(y) = f(uz) = pf(z) = praz.
Comme x # 0, on obtient A, = pAz, puis Ay = Ag.

Ainsi, il existe A € K tel que pour tout vecteur z non nul de E, on ait f(z) = \z.
La relation s’étend au vecteur nul (car f(0g) = Og).




11. Exercice 11 :

Stratégies possibles : on dispose de plusieurs méthodes pour démontrer qu’'un endomophisme f est bijectif.

- on prouve par analyse synthése que 'équation fi(z) = y d’inconnue z admet une unique solution

- on met en évidence une application g tel que go f = fo g =1d.

La mise en oeuvre de la deuxiéme méthode nécessite de trouver au préalable g.

On peut penser ici a étudier ce que donne la composition fy o f, (ce qui revient a chercher g sous la forme
particuliére f,), puis ajuster la valeur de p pour avoir fy o f,, = Id.

Méthode 1 :

e On suppose A # —1.
Soit u € R.
Ona: frofu,=Ap+1Id)o (up+1d)
= Aup® 4+ Ap+ pp + 1d
= (A4 A+ p)p+1d car p* = p.

On a les équivalences suivantes : Au+ A+ p=0<= pu(A+1) = -\

=
A
A .
En posant pu = v (possible car A # —1), on a donc fx o f, = Id.
Un calcul similaire établit que f, o fx =Id.
Ce qui prouve que fy est un automorphisme et que f;l = fu avec p = f%“.

On a seulement prouvé ici une implication, on démontre I'implication réciproque par contraposition.

e On suppose A = —1.

Soit z € E.

z € Ker(f_1) <= —p(x)+xz=0
= pr) =2

On en déduit que Ker(f-1) = Im(p) # {0} (car p n’est pas ’application nulle).
f—1 n’est pas injective, donc n’est pas bijective.

e On a ainsi démontré ’équivalence : ‘ fr €EGL(E) <= X\ # -1

Méthode 2 :
e On suppose A # —1, et on montre par analyse synthése que I’équation fx(z) =y d’inconnue z admet une unique solution
Analyse : supposons que f(z) =y.
Ap(z) +x=uy.
On applique p : p(Ap(z) + o) = p(y) ou encore (A + 1)p(x) = p(y).

Comme X + 1 # 0, on obtient p(z) = ﬁp(y).
Puis ¢ = y — Xp(e) =y = o 7p(0)
uis © =y — Ap() =y — 5= p(y)-
| A
Synthése : supposons que T =y — )\—_Hp(y).
Alors z € E et fi(z) = A\p(z) + =.
Or p(@) = ply) — 1957 ) = P(y) = ogp(0) = 1157 0)
p =Py )\+1py—py >\+1py_)\+1py'

A A
Dot fa(z) = i (y)+y— il (y) =y

A
. N —1 _ AN
Ainsi, fx est bijective, et Vy € B f; (y) =y 5y 1p(y) fu(y) avec p IR

e cf méthode 1 pour "implication réciproque.

12. Exercice 12 :

(a) Im(f) est une droite vectorielle de E : il existe donc un vecteur o non nul de E tel que Im(f) = Vect(zo).

Pour tout vecteur z de F, le vecteur f(x) est un élément de Im(f) = Vect(zo) : f(x) est colinéaire & wo.

Il existe donc un scalaire u(z) pour lequel f(z) = u(z)zo.



On a ainsi défini une application v de E vers K.
Il reste & prouver que u est une forme linéaire non nulle sur E.
Soit pour cela (z,2') € E* et A € K.
D’une part, f(Ax + ') = u(A\z + z")xo.
D’autre part, f(Az +2') = Af(x) + f(z) linéarité de f
= A\u(x)zo + u(z’)xo.
On en déduit que : (u(Az + 2') — Mu(z) — u(2’)) o = 0.
Comme ¢ est non nul, alors u(Az + ') — du(z) — u(z’) = 0 et donc u(Ax + z') = Au(z) + u(x’).
u est une forme linéaire sur F.
(b) Soit x € E.
F2(x) = f(f(2)) = flu(x)zo) = u(z) f(zo)- on rappelle que u(x) est un scalaire
Or f(zo0) = u(zo)xo.
Do f2(x) = u(zo)u(x)zo = u(xo) f().

‘ En posant A = u(zo), on a : Vz € E, f?(x) = Af(z), c’est-a-dire 2 = \f

(c) Soit @ € K*\ {A}.
Soit 8 € K.
(f —ald) o (f — BId) = f2 — (a+ B)f + afld
—(A—a—-B)f+apld
En choisissant 8 = XA — a, alors on a 8 # 0 et (f — ald) o (f — fId) = aS1d.
1
On pose alors g = of (f — p1d).
D’aprés ce qui précéde, on a : (f —ald) o g =1Id.
On vérifie également que go (f — ald) = Id.

On en déduit que (f — old) est un automorphisme et (f — old)™" = a_l/B (f — ,BId) avec 8 =\ — q,

1

c’est-a-dire : (f — OéId)_l = m

(f + (a—MN)Id)

13. Exercice 13 :

Problématique : comment définir g et p?
On ne va pas définir g et p en précisant le résultat de g(z) et de p(z) pour x € E, mais en indiquant les
images des éléments d’une base pour ces deux applications.

On s’appuie en effet sur le théoréme suivant :

Si B = (e1,...,en) est une base de F, et si F = (y1, ..., yn) est une famille de n vecteurs de F, alors il existe
un unique endomorphisme g tel que Vi € [1,n]  g(ei) = vi.
On a de plus les équivalences suivante :

g est injective <= F est libre

g est surjective <= F est génératrice de F/

g est bijective <= F est une base de F

Solution :
On note r = dim(Ker(f)).
Soit (e1, ..., er) une base de Ker(f).

Alors (e1, ..., er) est une famille libre de F, on la compléte en une base B = (ex, ..., €r,€r41,..,€n) de E.

On a Im(f) = Vect(f(e1), ..., f(er), f(ers1), .., f(en)) = Vect(f(ers1), .., fen)) car f(e1) = ... = f(er) =0.
Ainsi, (f(er+1), .-, f(€en)) est une famille génératrice de Im(f) a n — r éléments.
Or d’apres le théoréme du rang, dim(Im(f)) = dim(E) — dim(Ker(f)) =n —r.
Par conséquent, (f(er+1), .., f(en)) est une base de Im(f), donc en particulier est libre.
On la compléte en une base B = (y1, ..., yr, f(€rt1), .-, f(€n)) de E.
0 sii<r
Il existe un endomorphisme p de E tel que Vi € [1,n]  p(e;) =
e; sinon
Yi sit<r
Il existe un endomorphisme g de E tel que Vi € [1,n] g(e;) =
f(ei) sinon



Il reste & prouver que g et p conviennent.

e p est un projecteur :

Sii<r,onap’(e) = p(p(e:)) = p(0) = 0 = p(es).
Et si i > r, alors p*(e;) = p(p(e:)) = ples).
Les endomorphismes p? et p prennent les mémes valeurs sur la base B, donc sont égaux : p est donc un projecteur.

e g est un automorphisme :

Comme g transforme la base 1B en la base B’ de E, g est un automorphisme.
o f=gop:

Sii<r,ona:(gop)(e)=g(ple:)) =g(0) =0et f(e;) =0.

Etsii>r ona: (gop)(e:) = g(ple:)) = gle:) = fles).

Ainsi, les endomorphismes g o p et f prennent les mémes valeurs sur la base B, donc sont égaux.

Complément : étude d’un exemple :

On considére 'endomorphisme f de R?® défini par f(x,y,2) = (v, + 2,9).
Il est aisé de prouver que Ker(f) = Vect(e1) avec ey = (1,0, —1).

On note ez = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) : la famille B = (e1, e2, e3) est une famille libre 4 3 éléments de R?, donc
forme une base de R?.

Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(es)) = Vect((1,0,1), (0, 1,0)).
On compléte cette famille libre ((1,0,1), (0,1,0)) en une base B’ = ((1,0,0), (1,0, 1), (0,1,0)) de R>.

On définit 'endomorphisme p par p(e1) = 0, p(e2) = e2 et p(es) = es.

On utilise la relation linéaire (z,y,2) =z -e1 +y-e2 + (2 + x) - e3 pour obtenir ’expression analytique de p :
p(z,y,2) =z -pler) +y-ple2) + (z+ ) ples) =y-e2a+ (z2+)-e3 = (0,y,2 + 2)

On définit endomorphisme g par g(e1) = (1,0,0), g(e2) = (1,0, 1) et g(es) = (0,1, 0).

L’expression analytique de g est alors :
g(l’,y,Z) :xg(61)+yg(62) +(Z+'CE) 9(63) = (1.7070)4>(y707y)+ (O,.CE+Z,0) = (:Eer,erz,y)

1l est facile de vérifier que p? = p et que g est bijectif.
Et : g(p(z,9,2)) = 9(0,y,2 + 2) = (y,x + 2,9) = f(z,y,2).
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