CORRECTION DE L’EXERCICE 25 DU TD 23 : IRRATIONALITE DE 7 (niveau 4)
1

1. Py(z) = =a"(bx — a)™

n!

e P, est une fonction polynomiale de degré 2n, donc pour tout entier k > 2n, P,gk) est la fonction nulle.
k k

Pour k > 2n, P\¥(0) = P (¢) =0 .

e 0 et 7 sont des racines de multiplicit¢ n du polynéme P,.

Donc, pour tout k €[[0,n — 1], piP (0) = Pék)(%) =0.

P®(0
e D’aprés la formule de Taylor, le coefficient ¢ de degré k du polynéme P, vérifie : ¢ = k'( )
Utilisons la formule du binéme pour déterminer les coefficients du polynéme P, : '
2n
1
P,(z) = =7 Z < >b]C F(—1)n=Fkgn=F = ] ];Z (k ﬁ n> bErak (—1)2 kg2 =k (aprés changement d’indices)
1
On en déduit que, pour tout k €[[n,2n], ¢ = - (k " )bk_"(—l)%_ka%_k
n. —n
k! , :
Dot PW(0) = klep = —( " oh—n(—1)2n—kg2nk
n\k—n

k!
Comme k > n, — est un entier naturel. a et b étant des entiers naturels, on a donc : P®*)(0) € Z .
n!
a 1 a n n 1 n..n
eOna:P,(¢—z)= a(g —z) (—bx)" = H(bx—a) 2" = P,(x)
En dérivant k fois cette relation, on a : (—1)’“P7§k)(% —z) = P ().
En évaluant en 0, on obtient : (—1)kP,§k)(%) — p® (0), et donc P,gk)(%) eZ.

On a ainsi montré que Vk € N P®)(0) € Z et PF) (4)ez

. ‘/OﬂPn(t)sin(t)dt‘ g/OTr

1
Orvte 0, |Put) sin(t)‘ = 4" bt — a]" sin(t)
mn.

P, (1) sin(t) ’dt

La fonction ¢ — |bt — a| est continue sur le segment [0, 7], donc admet un maximum M.

On obtient alors : Vt € [0, 7]

Donc /
0

1 1 n n
(1) sm(t)’ < =M

1 1
Pn(t)sin(t)‘dt < / — "M dt = —'7Tn+1Mn
0

n! n!
M)™
Comme (7mM)" = o(n!), alors ”(”7) T 0.
n—+00 n! n——+o0o

On en déduit que I, — 0

n—-+o0o

. Effectuons une premiére intégration par parties :

I, = [_Pn(t)cos(t)}z +/OW P () cos(t)dt = Py (r) + P, (o)+/ﬂ P! (¢) cos(t)dt

Effectuons une nouvelle intégration par parties :

/ P! (t) cos(t)dt = [P;(t)sin(t)r - / P/(t)sin(t / P/ (1) sin(t

0 0 0

En combinant les deux résultats, on obtient : / P, (t) sin(t)dt —|—/ P/ (t)sin(t)dt = P,(7) + P,(0)
0

Avec un calcul similaire, on montre le résultat plus général :
/ PR () sin(t)dt + / P2 () sin(t)dt = P20 (xr) + P20 (0)
0 0

On peut alors faire la somme alternée de ces résultats :
n n

> =1F / " POR () sin(r)dt + / " per) g sin(t)dt]| = °(=1)F [P (x) + PED(0)]
k=0 0 0 k=0

La somme de gauche est une somme télescopique :
n

Z(—l)k [/W PR (t) sin(t)dt + /7T P2 () sin(ﬁ)dt} = /7r P, (t)sin(t)dt + ( / Pn+2) (1) sin(t)dt
0 0 0

k=0



=1, car la dérivée d’ordre 2n + 2 de P,, est la fonction nulle

On rappelle que par hypothése m =

L= (0[P (8) + ()]

Sl

D’aprés la question 1, Pé%)(%) et PR (0) sont des entiers relatifs. | Par conséquent, I,, € Z

1
I, — 0, donc a partir d’un certain rang N, |I,,| < =.
n—-+o0o 2

De plus, I, € Z.
11
On en déduit que Vn > N, I, =0 carZﬂ[—§ 5}:{0}

tn
Or, Vt € [0, 7], —=0et bt —a<br—a=0.

n!
Par conséquent, la fonction ¢ — P, (t) sin(¢) est continue, de signe constant et non nulle.
Donc I,, # 0. Contradiction

| m est irrationnel |

Commentaires : cette preuve de irrationnalité de m est due a Ivan Niven (publiée en 1947). Il existe bien d’autres
preuves de lirrationnalité de w : Lambert est le premier & avoir démontré ce résultat dans les années 1760.

CORRECTION DE L’EXERCICE 41 DU TD 23 : INTEGRALE DE POISSON (niveau 3)

. On constate que 1 — 2z cos(f) + 2% = (x — cos#)? + sin? § est toujours positif et est nul si et seulement si sin @ = 0
et © — cosf = 0, c’est-a-dire § = km et x = coskm = (—1)* (avec k € Z).
Lorsque |z| # 1, il en résulte que la fonction 6 +— In(1 — 2z cosf + x?) est définie et continue sur [0, 7], ce qui
justifie que I(x) est bien définie.
CI(—x) = / In(1 + 2 cos(#) + 2*)d6.

0

Effectuons le changement de variables p =7 — 6 :

0 T
I(—2) = / In(1 + 2z cos(m — ) + 2?) x (—dyp) = /0 In(1 — 2z cos(p) + 2%)dyp = I(x)

‘ La fonction I est paire‘

. Les racines de X" — 1 sont les racines 2n-iémes de Punité :
1, =1, ekm/n e=Fim/n (avec 1 < k <n —1)

n—1
. k
VeeR 2°" —1=(x—1)(x+1) H[ e/ (x e_k”r/")}:(xQ—l)H(JCQ—chos(%)—i—l)
k=1 k=1

.%ﬁmeR\{ll}
km iy km

Not §1 1-2 tRn:—§1 1-2 - 2

otons : n( accos( )—l—x)e nk_ln( xcos(n)—i—m)

e S, est une somme de Riemann associée a la fonction 6 + In(1 — 2x cos 6 + 22) sur [0, 7],
Donc S, — I(x).
n

—+0o0

n—1
k
e D’autre part, S, = T In(1 — 2z +2°) + R, =In(1 — 2z + 2?) + Tin (H (552 — 2% cos (—W) + 1))
n n Pt n

2n 1
En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient : S, = u [1n((1 —z)?)+1n (x T )]
n x? —

2n_1 1
Siz €] —1,1], alors 2>® — 0, donc ln(x ) — ln( ) .
n—+oco 22 -1/ notoo 1 — 22

On en déduit que S,, — 0.

—+o0
L’unicité de la limite permet de déduire que I(z) = 0.
Siz > 1, alors S ”p«1 ﬁ+1wﬂ+1€_ﬁj}21()+W1m )%+1C‘ﬁﬂ]
x w=—|In((1-= n(x n =2rln(z)+ —|In((1 — =z n
’ n 2 -1 n 2 -1
On en déduit que S, = 2mn(x).
n—-+0o0

L’unicité de la limite permet de déduire que I(z) = 27 In(x).



Si & < —1, alors par parité, on obtient que I(z) = I(—z) = 2r In(—=z).

| Ainsi, I(z) = 27 In(|a]) si o] > 1et I(x) = 0si o] <1]

CORRECTION D’ EXERCICES SUR L’UNIFORME CONTINUITE (niveau 4)
Exercice 2a :
Supposons par ’absurde que f soit uniformément continue.

Il existe a > 0 tel que V(z,y) € R?, |z —y| < a = |f(z) — f(y)| < L.

Pour tout entier n supérieur a ona: (2nmw+ ﬁ) —2n7 < q,

a?’
donc |f(2nm + ﬁ) — f(2nm)| <1, ce qui donne (2nm + ﬁ)sin(ﬁ) <1
Or (2nm + ﬁ) sin(%) ete 2y/nm, donc (2nm + \/Lﬁ) sin(\/iﬁ) WS T

Ce qui est contradictoire avec la suite de terme général (2nm + ﬁ) sin(ﬁ) est majorée.

Exercice 2b :

Supposons par "absurde que f soit uniformément continue.

Il existe a > 0 tel que V(z,y) €]0,1)%, |z —y| < a = |f(z) — f(y)| < 1.
Posonsxn:#etyn:#Jr%

A partir d’un certain rang, |z, — yn| < a, donc |f(zn) — f(yn)] < 1,
3

ce qui donne < 1 : contradiction.
n

Exercice 2c¢ :

1
f est derlvable et Vo € R+7 |f ( )| ﬁ < 1.

f est 1-lipschitzienne, donc est uniformément continue.

Exercice 2d :

Raisonnement par ’absurde : méme méthode qu’au a, considérer les points n? et n? 4 % par exemple.
Exercice 4 :

Soit € > 0.
f(x) e [, donc il existe A € RT tel que Vz € [A, +o0], |f(1:)—l|§%.

T—+

f est continue sur le segment [0, A], donc d’aprés le théoréme de Heine, est uniformément continue sur [0, 4] :
il existe a > 0 tel que V(x,y) € [0, 4%, |z —y| < a = |f(z) — f(y)| < =
Soit (z,y) € R tel que |z — y| < « (on peut supposer de plus que z < y) .
Cas 1:Sizel0,A4] et y €[0,A4], alors |f(z) — f(y)] < § <e.

Cas 2: Si @ €[4, 400 et y € [4,+ocl, alors |f(z) = f(y)] < |f() =l +|fW) ~U| < =+ - <&
Cas 3 :Size[0,A4] et y € [A,+o0], alors |f(x) — f(A)| < 5 et |f(A) — f(y)] < 5 (cf cas 2)
Par conséquent, |f(z) — f(y)| < |f(z) = f(AI+[f(A) - fWlI <5+ 5 =

Exercice 6 :

f est uniformément continue, donc il existe o > 0 tel que V(z,y) € R?, |z —y| < a = |f(z) — f(y)| < 1.
Soit x € R

Notons n = [z/a]. On a donc n < £ <n 4 1 ou encore nar < = < (n + 1)av.

Ona: f(x) - f(0) = f(x) - f(na) + f(na) — f((n — ) + .+ f(a) — £(0).

Done : [f(x) = f(0)] < [f(2) = f(na)| + | f(na) = f((n = Da)| + ... + [f(a) = FO)| < (n+1).

Par comséent, (0] < 1/(2) = SO)1+ 0} < (1 ) + 0] < & + 14170

1l suffit de poser a = L et b= |f(0)|.

Il reste & étudier le cas o x < O ....




CORRECTION DE L’EXERCICE 21 pu TD 23

1. o Supposons que f soit positive, alors f = |f|, par conséquent f; f= ff [f]-
Comme f; f > 0 (positivité de I'intégrale), on a |f; fl= f; f.

e Supposons que f soit négative, alors f = —|f]|, par conséquent fab f=- f; [l
b b b
Comme [ f<O0,onal[ fl=—/[Ff.

e Supposons que |f:f| = f: | f1-
Si [, f =0, alors on a [ f = [[|f] ou encore [[(|f|~ f)=0.

|f| — f est une fonction positive, continue, d’intégrale nulle, donc |f| — f = 0 et f est ainsi positive.

Si fjf <0, alors on a —fabf = fab |f| ou encore fab(|f| +f)=0.
|f| + f est une fonction positive, continue, d’intégrale nulle, donc |f| + f = 0 et f est ainsi négative.

2. e Supposons qu'il existe § € R tel que f = e¥|f|.
b 0 b b i b b b
Alorsfaf:eefa |f], et donc |faf|:|ee|><|fa |f||:fa |f] carfa |f| > 0.

=1

e Supposons que |f;7 fl= f; |f] (partie plus difficile)

On peut écrire : [ f = rei? avecr =| [ f| et 6 € R.

Considérons alors g : t — f(t)e .

On a f;g = |fff| € R, donc f;g = f;Re(g).

Or |g| = | f], 'hypothése de départ donne alors fab lg| = fab Re(g), puis fab(|g| —Re(g)) = 0.
La fonction |g| — Re(g) est continue, positive, d’intégrale nulle, donc |g| — Re(g) = 0.

On en déduit que Im(g) =0, et que g = Re(g) = |g| = | f]-

Ainsi, fe % =|f|.




