CORRECTION DU DEVOIR LIBRE 3

EXERCICE 1 :

. D’aprés les théorémes opératoires, la fonction h,, est dérivable sur | — 1,+o0[ (somme et quotient de fonctions
usuelles dérivables sur | — 1, +00[), et pour 2 €] — 1,4+00[, on a :
n l+z—2 n(l4+z)+1

T1vz (Qta2?  (Qtap

hi ()

1
Méthode 1 : les termes T j_ - et TESE sont strictement positifs, donc f'(¢) > 0.

Méthode 2 :

Or z > —1, donc n(1 + ) + 1 > 0. Le numérateur et le dénominateur de h/, () sont strictement positif,
D’ou hl,(z) > 0.

‘ La fonction h,, est strictement croissante sur | — 1, +oo[‘

De plus, on remarque que h,(0) = 0.

La stricte croissance de h,, permet alors de déduire que :

‘ hy, est strictement négative sur | — 1, 0] et est strictement positive sur ]0, +oo[‘ 2 points

. La fonction f,, est dérivable sur | — 1, +oo[ comme produit de deux fonctions dérivables.
Pour x €] — 1,+0o0[, on a :

n

fh(z) =nz® tin(l + ) + 11 - = zn ! (nln(l +x) + Hix) = 2" hy,(2)

Le signe de "1 dépend de la parité de n. Plus précisément, on a : (3 points)

T -1 0 400
hp () — 0 + x -1 0 400
"1 — 0 + ho () — 0 +
fl(x) + 0 + z" ! + 0 4+
n pair : “+o0 n impair :| f] (z) - 0 +
Va 400 +00
fn(@) 0 fn(@) hN s
Ve 0
—00
Pour les limites en —1, on a :
e si n est pair, lim 2" =1et lim In(l+2) = —o0, donc lim f,(z) =—o00
r——1 r——1 r——1
e sin est impair, lim 2" =—1et lim In(l1+4x)= —o0, donc lim f,(z) =400
r——1 z——1 z——1

La limite en 400 ne pose pas de probléme : lim f,(z) = +o0
r—+00

.(a) La fonction f,, est continue et strictement croissante sur ]0,4oo[, donc réalise une bijection de [0, +oo[ vers

}fn(o), HIJP fn(x)| =]0, 400, intervalle qui contient 1.
r—+00

‘ L’équation f,(x) = 1 admet donc une unique solution dans R

(b) fu(1) =In(2) < 1.

Jn(un) > fn(1), et fy, est strictement croissante sur RY .

1 point

‘ On en déduit que u, > 1 ‘ 0.5 point

(©) far1(un) = uIn(1 + up) = up X ulIn(1 + up) = up fr(tn) = Up.
——
=1

‘Par conséquent, frn41(un) > 1‘ 1.25 point

Jrnt1(un) > fry1(Ung1), et fnyr est strictement croissante sur R .

‘ On en déduit que uy,, > Upy1 ‘ 0.75 point




(d) D’apres la formule du binéme, on a :

. n 1 1
Les deux premiers termes de cette somme sont 1 et X —=nxx—=1.
n

D’ou
1\» SNV
e ()G
( + n + Z (k) n
NIAVIELE . L 1\"
Les termes de la somme Z (—) étant positifs, | on en déduit que (1 + —) >2
= \k/\n n

fn(1+%) = (1+%)ln(2+%).

Comme (1 + %)n > 2et In (2 + %) > In(2), alors fn(l + %) > 2In(2).

1
Or 21In(2) > 1. | Par conséquent, f, (1 + —) >1| 0.75 point
n

1.5 point

1 1
fn (1 + ﬁ) > fn(un) et f, est strictement croissante sur RY : par conséquent, 1 + - > Up.

1 .
Onaalors:1<u, <14+ —. 1 point
n

Comme u,, est encadré par deux termes qui tendent vers 1 lorsque n tend vers +oo, alors

lim wu, =1
n—-+o0o

EXERCICE 2 : ETUDE DE FONCTIONS (11 PTS)

On compare le numérateur et le dénominateur : 1 + z — 2/ = (y/z — 1)2 > 0.
Onadonc:0<2/z<1l+=z

|Ainsi, vz € R, 0< f(z)<1 (1pt)]

Soit z €0, +o0] .

2
N Jz 2 r 2/T
f(;)_lJrl_ﬁquLl_erl_f(m)

Ainsi, Vz €]0, +00] f(%) = f(z) (0.75 pt)

D’aprés les théorémes opératoires, f est dérivable sur ]0, 00| et

1—1—_30 _ 2\/5
1 -2 1—
Ve €)0,+o0] f(z) = \/gﬂc)z _ (V;(ﬂ I); - f@z (1.25 pt)
Dérivabilité en O : f(xgi : 5(0) = \/E(j—i- 0
Comme ilg% Vz(z +1) =07, alors ilg% %{JJ(O) =400 .

f n’est donc pas dérivable en 0. (0.75 pt)

Baréme : 1.25 pt
f'(z) est du signe de 1 — x.

€ 0 1 “+00
f(z) || + (1) —
f N N
0 0
2z 2
f(x) = =
T ale) vl



1
lim \/E(E + 1) =400, donc| lim f(xz)=0

Tr——+00 Tr——+00

1
Autre justification possible : d’aprés la question b, f(x) = f(—).

x
1
t=— — 0
T z—r+oo .- N .
par composition des limites, hr}rq f(x)=0
Tr—r+00
ft) —0
t—0

F est la composée de arcsin et f.
f est strictement croissante sur [0, 1] et arcsin est strictement croissante, donc F' est strictement croissante sur
[0,1].
f est strictement décroissante sur [1, +00[ et arcsin est strictement croissante, donc F est strictement croissante
sur [1,4o0[. (0.75 pt)

La fonction arcsin est dérivable sur | — 1, 1[. La fonction f est dérivable sur |0, +oo] et & valeurs dans [0, 1].
On exclut du domaine d’application des théorémes opératoires les valeurs de = pour lesquels f(z) = 1.
Or la fonction f prend la valeur 1 seulement au point 1.

On peut donc appliquer les théorémes opératoires sur ]0,1[U]1,+oo[ .  (0.75 pt)
1 1 (14 x)? 1—x
Flz)= ——%x (1) = ——x f'(z) = X
@ 1f47$ ) (1+2z)% -4z (@) V2 =2z +1  Vz(1l+z)?
(1+2)? (1 +a)2

Or/(1+z)2=14xcarl+z>0,

Et Va2 -2z +1=/(z —1)2 =z — 1] .

R 11—z
Ainsi, F'(z) = |$1_ Ve +2)
NG ) siz €]0,1]
F'(z) = . (1.75 pt)
NG si z €)1, +o00[
On a : tan(f) = /x
2\/x 2 tan() 22)2((2)) 2sin(@) cos(0)
Dot : T+z 1 + tan?(0) - 1+ sinziz’)) B cos2(0) + sin?(0) =sin(0) (1 pt)

Baréme : 1.75 pt

On en déduit que F(z) = arcsin(sin(20)).

Attention, la relation arcsin(sin(t)) =t n’est valable que pour t € [ — g, g]

On distingue deux cas :

e Siz <1:alors 0 <+/z <1, donc arctan(0) < arctan(y/z) < arctan(1) par croissance de la fonction arctan.
Puis 0 <20 < 7.

D’ot F(x) = 20 = 2 arctan(y/x)

m i
Si 1:alors — <0< —
eDl T > aors4< <2

7r . m
dOHC§<29<7T,pUISO<7T729<§

D’ot F(x) = arcsin(sin(m — 26)) = 7 — 20 = 7 — 2 arctan(y/7)

Autre justification possible :

1
Siz > 1, alors F(x) = F(—) en utilisant le résultat de la question 1b.
x

Comme é € }O, 1 [, alors F(é) = 2 arctan (%) = Q(g — arctan(ﬁ))




EXERCICE 3 :

1. D’aprés les théorémes généraux sur la dérivabilité, f est dérivable sur I et
2 1 VA —4a? — V1 — 4a?
Vi—d2 Vi—22  JI-d2V1—a2
Comme 4 — 422 > 1 — 422, alors /4 — 422 > /1 — 422 (la fonction racine est strictement croissante)
Ainsi, Ve e I f'(z) > 0.

‘ f est donc strictement croissante‘ (1.25 pt)

Veel  f(z)=

2. f est strictement croissante et continue sur l'intervalle I, donc réalise une bijection de I vers 1’intervalle

Jf(f),avecJ] lim_ f(z), lim f(z )[ }l,ﬁ[.

z——12 z—3 33

De plus, f est dérivable et f’ ne s’annule pas,

! est dérivable sur J ‘ (1 pt)

3. On utilise les formules d’addition et les relations sin(arcsin(t)) = t et cos(arcsin(t)) = v/1 — ¢2 pour obtenir sin(f(z))
et cos(f(x)) :

o sin(f(r)) = 22v1 — 22 — 2/1 — 422

o cos(f(z)) = V1 — 221 — 422 + 222,

o sin?(f(z)) + 422 cos(f(x)) = 42 (1 — 2?) + 22(1 — 42?) — 42>V/1 — 221 — 422 + 421 — 22y/1 — 422 + 8z*
=42” — da* + 2° — 42 + 82!

‘ sin?(f(x)) + 422 cos(f(x)) = 5a? ‘ (1.5 pt)

4. Soit y € J. Notons z = f~1(y).
On a, d’aprés la question précédente : sin?(y) + 422 cos(y) = 522,
donc sin®(y) = 2%(5 — 4 cos(y)).
Comme 4 cos(y) < 4, alors 5 — 4 cos(y) > 0.

.2
. 9 sin“(y)
= — . t
On obtient donc x 5~ Tcos(y) (0.75 pt)
. Sln(y) Sln(y)
Cequidonne z = ——2L—— ou g = ————t
5— 4COS(y) 5— 4cos(y)

Comme f est croissante et f(0) =0, alors y = f(z) a le méme signe que x.

De plus, y €] — £, Z], donc sin(y) a le méme signe que y, et donc a le méme signe que x.

53
On en déduit que z = __siny) . (1 pt)
5 — 4 cos(y)
sin(y)
Ainsi, Vy € J  f7l(y) = ————
5 — 4 cos(y)
EXERCICE 4 : INEGALITE DE HOLDER (6.5 PTS)
1. La fonction f est dérivable sur R* (puisque les fonctions puissances sont dérivables), et :
P ba
VtERY fl(t)=——ti 4 g5}
pq pq
1 -1
Or-—-1=—,
p q
P b4 1
Dot f/(t) = ——t 5 4 75 = —¢u ! [— a? +bqt} 1.25 point
pq pq pq

1
Comme — ¢~ " est strictement positif, f/(t) est du signe de —a? + b7t.

Pourt € R%, ona: f'(t) = 0 <= bt = aP

aP
aP
Et : f’(t)>0<:>t>b—q



aP aP
La fonction f est par conséquent décroissante sur } 0, b—q} et croissance sur {b—q, +oo[ : elle admet donc un minimum
p
m au point Z—q. 1 point
aP al a7 P4 b1 g 1 1 1 1
— Yy 2 2 e 2 op(l-y) Z3a(1=3)
m_f(bQ) q b1 +qbq/p pa qb+qb na

1 1 1
On rappelle que 1 — = = =, doit a?173) = ¢! = q.
q P

De méme, p11=3) —p,

1 1
On obtient alors : m = ab(— + —) =ab
P q

Le minimum de f sur R* vaut ab‘ 1.25 point

. La question précédente permet d’affirmer que :

P be
Y(a,b) € (R7)?  VteR, ab< —t i+ —ts
p q

De plus, on remarque que l'inégalité reste vraie si a ou b est nul.
On applique cette inégalité pour a = |x| et b = |yx| (ot k& €[[1, n])) pour obtenir aprés sommation terme & terme :

SN AL R I
5 ol el < §j( )
k=1

q

On a également d’aprés I'inégalité triangulaire :

n n
> | < D loel e
k=1 k=1

Ce qui permet de déduire I'inégalité attendue :

n
Vt € R% ‘kayk <
k=1

1 n tl n
q p
> |ex?+—> |wl? | 1.5 point
k=1 q k=1

n 1 1
. Dans Pexpression de droite de l'inégalité précédente, on reconnait f(t) avec a = (Z |xk|p) "etbh= (Z |yk|q) ‘.
k=1 1

n

k=
Le terme ’ Z xkyk’ est inférieur a f(t) pour tout ¢ € R%, donc il est inférieur au minimum m = f(—q) :

=

n n n 1
‘Zxkyk‘ < (Z|xk|p) (Z|yk|q)q 1.5 point
k=1 k=1 k=1




