EXERCICE 1 : ETUDE DE SOUS-ESPACES VECTORIELS DE R*

1. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que Ajug + Agug + Azuz = 0.

M — X + 2x =0
2\ 4+ 4N + A3 = 0
2\ + X 4+ 23 = 0
A+ 2N — A3 = 0
M o — X+ 2x =0
6)\2 — 3)\3 =0 L2 — L2 — 2L1
3 — 2X3 = 0 Ly +— L3 —2I14
3 — 3X3 = 0 Ly+— Ly— 14

En soustrayant les deux derniéres lignes du systéme, on obtient A3 = 0.
On déduit ensuite que Ay = 0 puis A; = 0.

‘Ainsi, la famille (u1, ug, us) est libre‘ 1.25 pt

Remarque : cette famille est de plus génératrice de I'espace F, on déduit que dim(F) = 3.

2. Soit (z,y, z,t) € R%.

A — A + 23 = =
o 201 + 4 + A3 =
3 1 2 3 Y
(x,y,2,t) € F <= il existe (A1, A2, A3) € R tel que 3 VIR VS VA
/\1 + 2/\2 - )\3 =t
A — A+ 2\ =
6l — 3X3 = —2x Lo<+— Ly—2L
. . 3 2 3 Y 2 2 1
< il existe (A1, A2, A3) € R” tel que 3y — 2\ = z-92r Lst— Ls— 2L,
3 — 33 = t—=z Ly+— Ly—14
A — A 4+ 2X\3 = «x
. A3 = +2x —2z Lo<+— Ly —2L
3 3 Yy 2 2 3
< il existe (A1, A2, A3) € R? tel que My — W = 22
— Ag = t4+xr—=2 L4(—L4—L3
— y+2x—z:—(t+x—z)
= 3Jx+y—32+t=0
F est ainsi le sous-espace vectoriel de R* d’équation 3z +y — 324+t =0 2 pts

Controéle des résultats : on s’assure que les composantes de vecteurs uy, us et usg vérifient I’équation de F'.

3. Approche de la question : on sait que famille (u1,u9,us) est libre. La famille F complétée avec le vecteur uy est
alors libre seulement lorsque le vecteur u4 n’est pas combinaison linéaire de u1, us et us.

Comme on a déterminé une équation de I'espace engendré par ces trois vecteurs, il est trés facile de savoir si uy est
combinasion linéaire ou non de ces trois vecteurs.

Les composantes du vecteur uy vérifient I’équation 3z +y — 3z +t =0 de F.
Par conséquent, uy € Vect(uq, ug, us).

u4 étant une combinaison linéaire de uy, us et ug, |la famille F est liée 0.5 pt

Remarque : on peut également pour répondre a cette question mettre en évidence une combinaison linéaire non
triviale de ces quatre vecteurs donnant le vecteur nul.
17U1 - 4UQ - 12U3 — 3U4 = O]R4

4. Soit (z,y,2,t) € RL

x + vy - 2z + t =0
(x,y,z,t)eG@{I L3y 4 4 3t = 0
el + v - 2z + t =0
— 4y + 6z — 4t = 0 LQ(—LQ—Ll
x:—y+2z—t:%z
— y=52—1
z=2z
t=t

On en déduit une paramétrisation de 'espace G.



G = {(%, 37'2 —t,z,t) | (2,t) € RQ} = Vect(vy,v2) avec vy = (%, g, 1,0) et vo = (0,—1,0,1)

La famille (v, v2) est donc génératrice de G.
Cette famille est de plus libre (car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires).

Controéle des résultats : on s’assure que les composantes de vecteurs vy et vy vérifient I’équation de G.

Remarque : on a également G = Vect(v], v2) avec v] = (1,3, 2,0) et vy = (0, —-1,0, 1)

La famille (v1,v2) est donc une base de G‘ 1.5 pt

5. Les composantes des vecteurs vy et vy vérifient ’équation de 'espace F.
Par conséquent, v; € F, va € F, et donc Vect(vy,v2) C F, c’est-a-dire

Les composantes du vecteur us ne vérifient pas ’équation x +y — 2z +t =0,
Par conséquent us &€ G et donc F n’est pas inclus dans G. 0.75 pt

EXERCICE 2 : SOUS-ESPACES VECTORIELS DE R* (9 PTS)
1. Baréme : 2 points (1 point pour la résolution du systéme avec ’introduction de 2 paramétres, 0.5 point pour
la mise en évidence d’une famille génératrice, 0.5 point pour la justification que la famille est libre)
20 —4dy+ 2+t =0
3r—y+4z—-t =0
{ 20 —4dy+ 2+t =0

(z,y, 2,t) €F<:>{

r—y+z =0 LQ(—%(L1+L2)
r=x

y=x+=z

z=z

t=2x+ 3z

On en déduit que F = {(x,x + 2,22z +32) | (z,2) € RQ} = Vect(u,v) avec u = (1,1,0,2) et v = (0,1,1,3)

Les deux vecteurs u et v forment une famille génératrice de F'. Comme de plus, ils ne sont pas colinéaires, ils sont linéairement
indépendants.

Ainsi, la famille (u,v) forme une base de F ‘

2. Baréme : 2 points (0.5 point pour la relation linéaire exprimant ¢ en fonction de a et b, 1.5 point pour les
équations linéaires caractérisant G)

On a : ¢ = 3a + 2b. Par conséquent, G = Vect(a,b).
(z,y,2,t) € G <= il existe (A1, A2) € R? tel que Mia + \ob = (z,y, 2, 1)

A — X ==z
o 5 “2M+X =y
<= il existe (A1, A2) € R® tel que MAN =2z
A1+2X 2 =2z
Al— A2 ==x
. . _A - +x
2 1 )
< il existe (A1, A2) € R? tel que 21 =z+x
2 t
<:>—(y+x):z—gxet—(y+fv): x;_

< 3r+2y+z2z=0etdx+3y+t=0.

Ces deux derniéres équations caractérisent les éléments de G :

G:{(:c7y7z,t)€]R4|3m+2y+z:06t 5:c+3y—|—t:0}

3. Baréme : 2.25 points

2v —4y+z2z+t =0
3r—y+4z—t =0
3x+2y+z =0
5e+3y+ t =0
2 —4y+ 2+t =0

(z,y,2,t) € FNG <~

— rT—y+z =0 L2<—%(L1—|—L2)
3x+2y+ 2 =0
3m+7y—z =0 Li<+— Ly— L4
20 —4dy+z+t =
T—y+z =0

= 2x + 3y =0 L3 +— L3 — Lo
4x + 6y =0 Ly<+— Li+ L2



T=x
__2

—{ YT s 5
z=y—xT=—3T
t=4y -2z —z= -3z

Ainsi, FNG = Vect((37 —2, -5, —9)) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur w = (3, —2, —5, —9)

4. Baréme : 0.75 point

On vérifie aisément que u € H et v € H (les composantes de ces deux vecteurs vérifient ’équation de H).

On en déduit que Vect(u,v) C H,
Deméme,aEHethH,

5. Baréme : 2 points

Méthode 1 : on détermine une équation de ’espace vectoriel F' + G

F + G = Vect(u,v,a,b).

(z,y,2,t) € F + G < il existe (A1, A2, A3, \4) € R* tel que Adru+ Aav + Aza + b = (z,y,2,t)
A1 +A3 -\ =z
A1 +Xa —2)3 +\4 = Y

A2+ +H =2

221 +3X2 +A3 +2M\ =t

<= il existe (A1, A2, A3, A1) € R? tel que

A1 +A3 - =z
A2 —3Xs 42\

A2 A3+ =

32 —A3 +4h\ =t -2z

\
<
|
8

<= il existe (A1, A2, A3, A1) € R? tel que

I\

A1 +A3 - =z
A2 =33 +2\ =y-—=z
43 -\ =z—y+zx
8\ -2\ =t+x— 3y

<= il existe (A1, A2, A3, A1) € R? tel que

<~ 2(z—y+z)=t+z—3y
< cr+y+2z2—t=0 on reconnait I’équation de H
Ainsi, F+ G = H |

Méthode 2 : on procéde par double inclusion
F et G sont des sous-espaces vectoriels de H, donc F'+ G C H.

(z,y,2,t) EH<=zx+y+22—t=0

T=x
y=y
z=2z
t=z+y+2z

On en déduit que H = {(x,y,z,x +y+22)]| (z,y,2) € ]R3} = Vect(w1, wa, ws) avec w1 = (1,0,0,1) et w2 = (0,1,0,1) et
w3 = (0707 17 2)

On rappelle que F' = Vect(u,v) avec v = (1,1,0,2) et v = (0,1,1,3) et G = Vect(a,b) .
On vérifie que :

ow—§u——v+la
'T1 1 T,
P S S
wp = qutgv—a
® W, ——lu—|—§fu+la
T4 T T

Cela prouve que w1 € F+ G, w2 € F+G et wz € F+ G
On en déduit que : Vect(wi, w2, w3) C F+ G ,c’est-a-dire : H C F+ G .

Méthode 3 : on utilise les résultats sur les dimensions
F et G sont des sous-espaces vectoriels de H, donc F'+ G C H.

On sait également que : dim(F) = 2, dim(G) =2 et dim(F N G) = 1.

Donc d’aprés la formule de Grassmann, dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = 3.
Comme F'+ G C H, on a dim(F + G) < dim(H), donc 3 < dim(H).

De plus, H est un sous-espace vectoriel de R* distinct de R*, donc dim(H) < 4.

On en déduit que dim(H) = 3.

On aainsi F 4+ G C H et dim(F + G) = dim(H) : ‘par conséquent, F'+ G = H‘




