PCSI/MPSI Cours : Systémes Linéaires Continus Invariants S2i

COMPLEMENT DE COURS
décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle

Ce complément de cours présente quelques techniques de calcul de la décomposition en éléments simples de
fractions rationnelles rencontrées dans le cours SLCI. L’objectif de la décomposition est de transformer une
fraction rationnelle en une somme de fractions rationnelles simples dont on pourra facilement déterminer la
transformée de Laplace inverse (voir chapitre 4 du cours SLCI).

- . . . N
On se limitera volontairement aux fractions rationnelles N) telles que :

D(p)
e deg N(p) < deg D(p)
. D(p)zH(p—pi) avec

- soit p;j réels
- soit un ou plusieurs p; complexes. On considére alors le ou les complexes conjugués p;. On

aalors (p—pj)(P —p_i) = p2 —2ap+ a® + ﬂz avec pj =a+ip . D(p) est alors un produit
de polynémes réels de deg < 2.

Etude des cas typiques

Etape 1 : forme de la décomposition

» Casn®l:D(p)n’aque des racines simples réelles :

N(p) N(p) A : 2p+1
= = Ex1l:S(p)=———"—
D(p) [](p-pi) Zi:p—pi (p+4)(p+1)
i
» Casn°2:D(p) n’a que des racines réelles dont une multiple :
) n B 2
N(p) _ I:II(p) v A i Ex2: S(p)=—P +32p+1
D) (p-p)"[T(P-pi) i P~Pi jZ(p-py)’ (p+2)°(p+3)
i=k
» Casn°3: D(p) aune racine complexe :
- 1
N(p) N(p) = AL 5 Bp+02 > Ex3:-—
D(P)  (p-p)P—pP)[I(P-Pi) XP-Pi p°-2ap+a’+p (p? +2p+5)(p+1)

i=k

Etape 2 : détermination de coefficients

» Par identification : on recompose la fraction rationnelle a partir de la forme décomposée puis on identifie
avec la fraction d’origine.

» Par calcul de limite (quand cela est possible) : A; = lim w(p - pi)
p—p, D(P)

» Par utilisation de valeurs particuliéres : 0,1, -1 ...
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CORRECTION

Exemple 1 :
2p+1 A B
S(p)=— =

(p+4)(p+1)_ p+4Jr p+1

A= lim (p+4).S(p)=Z et B= lim (p+1).8(p):—}
p——4 p—>-1 3

3
% D
S(p)= L2+~ =2
(P) p+4+p+1

Exemple 2 :

2
S(p)= 3p +32p+1 _ A _+ B _+ C N D
(p+2)°(p+3) (p+2)° (p+2)° p+2 p+3

A= lim (p+2)3S(p)=9 et D= lim (p+3).5(p)=—22
p—>-2 p—>-3

lim p.S(p)=0=C+D = C=22

p—>0
p:O:i:g+E+§—g < B=-19
24 8 4 2 3
9 -19 22 22
S(p)= + + +
P 02 (e pe2 pea
Exemple 3 :
1 Ap+B C
S(p)=— -~
(p°+2p+5)(p+1) p-+2p+5 p+l
: 1 i -1
C=lim (p+1).S(p)== et lim pS(p)=0=A+C = A=—
p—>-1 4 p—>0 4
p0: 1Bl g1
5 5 4 4
1
p+
NP L

p>+2p+5 p+1
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