
Corrigé
Bras manipulateur collaboratif

ZE Solution

Q1. On isole la charge, en mouvement dans le référentiel terrestre supposé galiléen. Elle est soumise

aux actions mécaniques (BAME) :

— de la pesanteur, modélisée par le vecteur-force
−→
F pes→M = −Mg−→z ;

— du câble, modélisée par le vecteur-force
−→
F cab→M = +T−→z .

Le PFD s’applique et on écrit (équation de résultante) :

M · a−→z = −M · g−→z + T−→z =⇒ T = M · (a+ g)

Puisque M > 0, la résultante T s’annule pour a = −g soit a = −9,81 m · s-2. Pour contrôler le

mouvement à tout instant (exigence 1.2), il est nécessaire que le câble reste tendu (càd T > 0) soit

a > −9,81 m · s-2 .

Q2. a) Lorsque la charge est en translation avec une accélération constante, on obtient, en primitivant

deux fois :

v(t) = a · t+ C1 et z(t) =
a · t2

2
+ C1 · t+ C2

On utilise les conditions initiales :

z(0) = z0 =⇒ C2 = z0 et v(0) = V0 =⇒ C1 = V0

donc z(t) =
a

2
· t2 + V0 · t+ z0 .

b) Par définition, on écrit : cons(t) = KpccFop(t) .

c) Lorsque l’utilisateur relâche la poignée, Fop = 0. Si l’on pilote en accélération, alors a = Kpcc ·Fop
(= 0) : lâcher la poignée permettra de stabiliser la vitesse (v(t) = cste) mais la charge continuera à se

déplacer (z(t) = V0t + z0). Il faut imposer une consigne en vitesse cons(t) = v(t) = Kpcc ·Fop(t) (=

0 donc a = 0) pour que la charge s’arrête lorsque l’on relâche la poignée (z(t) = cste).

Q3. Sur la figure fournie, on relève des oscillations, signe de vibrations : l’exigence id 1.4.3 n’est pas

vérifiée.

N.B. : vcons = −1 m · s−1 et |vmes max| ' 1, 2m · s−1. Si l’exigence id 1.4.4 est satisfaite, alors le système

peut détecter jusqu’à 40 N (en valeur absolue) d’effort de l’utilisateur. Puisqu’ici, l’essai est réalisé sur

la moitié de cette charge (20 N en valeur absolue), il faut, pour discuter du respect de l’exigence id

1.4.1, transposer au cas le plus défavorable.

L’ensemble poignée et commande collaborative est proportionnel donc, avec deux fois plus d’effort

(40 N au lieu de 20), la consigne sera deux fois plus grande : vcons = −2 m · s−1.

On fait l’hypothèse que le système {chaine de motorisation asservie + palonnier et charge} est

linéaire. D’après le principe de proportionnalité, la réponse à une sollicitation multipliée par deux

(e2(t) = λe1(t) avec λ = 2) donnera une sortie multipliée par deux (s2(t) = λs1(t)). Soit ici, une valeur

maximale de vitesse |vmes max| ' 2, 4 m · s−1 > 2 m · s−1 : l’exigence id 1.4.1 n’est donc pas satisfaite.

Dans toute la partie 3, l’exigence id 1.2 est vérifiée donc a > −9,81 m · s-2 (cf. Q1).
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Q4. On en déduit :
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Question 5 :    

 
 

Question 6 :    
Il est demandé la relation entre la vitesse de la charge (ݐ)ݒ et la vitesse de rotation de moteur 
߱(ݐ) (indice manquant dans l’énoncé). Cette relation sera de la forme : (ݐ)ݒ = ௗܭ .߱(ݐ). 

x Le réducteur impose :     ்߱(ݐ) = ଵ
ఘ .߱(ݐ) 

x Enroulement du câble sur le tambour :  (ݐ)ݒ =  (ݐ)்߱.ܴ
Il est donc déduit :  (ݐ)ݒ = ோ

ఘ .߱(ݐ) 
Donc  ܭௗ = ோ

ఘ    A.N. : ܭௗ = 3,15. 10ିଷ݉ 
Lorsque le moteur tourne à sa vitesse maximale (6200 ݎݐ.݉݅݊ିଵ) la vitesse de la charge est de 
2,04 ݉.  .ଵ. L’exigence id 1.4.1 est donc satisfaiteିݏ
 

Question 7 :    
L’équation de mouvement du système est établie à l’aide du théorème de l’énergie cinétique 
appliqué à l’ensemble des éléments en mouvement ȭ={capteur, rotor du moteur, réducteur, 
tambour, poulie, câble, charge}. 
 
Puissances intérieures : 
Dans l’hypothèse où les liaisons sont supposées parfaites, les puissances des actions mutuelles 
sont nulles. 
 
Puissances extérieures : 

x Puissance de l’action de la pesanteur (seule est non nulle la puissance de l’action de 
pesanteur sur la charge, pour les autres éléments le centre d’inertie reste à altitude 
constante et/ou l’action de pesanteur est négligée), 

x Puissance de l’action du stator sur le rotor du moteur, 
x Les puissances des actions de liaison de la pièce fixe sur les pièces mobiles sont nulles 

dans l’hypothèse où les liaisons sont parfaites :  
݁ݔ݂݅ èܿ݁݅)ܲ      ՜ (ܴ/݈ܾ݁݅݉ èܿ݁݅ = ݁ݔ݂݅ èܿ݁݅)ܲ ՞ (݈ܾ݁݅݉ èܿ݁݅ + ݈ܾ݁݅݉ èܿ݁݅)ܲ ՜ (ܴ/݁ݔ݂݅ èܿ݁݅ = 0  
      Nulle (liaison parfaite) Nulle (pièce fixe fixe par rapport à ܴ) 
 
Le théorème de l’énergie cinétique s’écrit donc :  
 ௗ்(ஊ/ோ)

ௗ௧ = ݎݑ݁ݐ݊ܽݏ݁)ܲ ՜ (ܴ/݁݃ݎ݄ܽܿ + ݎݐܽݐݏ)ܲ ՜  (ܴ/ݎݐݎ
 

Question 8 :    
Calcul de l’énergie cinétique (seules les inerties de la charge et du motoréducteur sont prises en 
compte) : 

ACQUERIR TRAITER 

ACQUERIR 

TRANSMETTRE TRANSMETTRE 

Consigne de 
mouvement 
de la charge 

Poignée 

Energie 
mécanique de 
translation Modulateur Moteur 

brushless 

Image de la 
vitesse de 
rotation 

Q5. On peut parler de système asservi car il y a une rétro-action : un capteur réalise une mesure pour

comparer l’image de la sortie à l’image de l’entrée et adapter son comportement.

Q6. D’après la documentation, on a : Km =
Cm max

imax
=
Cm nom

inom
= 0, 9 N · m · A−1 .

Q7. Pour un tour (soit 2π rad), la charge se déplace de 2πR m (le périmètre du tambour). Pour un

demi-tour (soit π rad), la charge se déplace de πR m (le périmètre du tambour). Donc, pour un angle

quelconque θT rad, on a un déplacement θTR. On écrit donc : z(t) = RθT (t) =⇒ v(t) = RωT (t)

par dérivation.

Q8. On combine cette équation avec celle donnée dans le sujet : v(t) = RωT (t) = RKrωm(t). Alors

Krigide = RKr . A.N : Krigide ' 3, 15 · 10−3 m.

Q9. Par définition, on a : uc(t) = Kavc(t) et umes(t) = Kcωm(t) .

Q10. D’après le schéma-blocs, on a ε(t) = uc(t)−umes(t) = Kavc(t)−Kcωm(t) = Kavc(t)−
Kc

Krigide
v(t).

Pour obtenir ε = 0, il faut Kavc(t) =
Kc

Krigide
v(t). Or, si v = vc, alors, cette relation devient :

Ka =
Kc

Krigide
. A.N : Ka ' 127 V · s · m−1.

Q11. a) b) On combine les équations :

A
dωm
dt

(t) = Cm(t)− Cr(t) =⇒ A

Krigide

dv

dt
(t) = Kmi(t)− Cr(t) =⇒ A

Krigide

dv

dt
(t) = Kmε(t)− Cr(t)

=⇒ A

Krigide

dv

dt
(t) = KmKa(vc(t)− v(t))− Cr(t) =⇒ A

Krigide

dv

dt
(t) +KmKav(t) = KmKavc(t)− Cr(t)

=⇒ A

KrigideKmKa

dv

dt
(t) + v(t) = vc(t)−

1

KmKa
Cr(t)

c) K1 = 1 (sans unité), K2 =
1

KmKa
et τ =

A

KrigideKmKa
. A.N. : K2 ' 9 · 10−3 s−1 · N−1, τ '

14, 25 ms.
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Q12. a) τpV (p) + V (p) = K1
v0
p
−K2

B

p
.

b) D’où V (p)(τp+ 1) = K1
v0
p
−K2

B

p
=⇒ V (p) =

K1v0 −K2B

(1 + τp)p
. Or :

1

(1 + τp)p
=
a

p
+

b

1 + τp
avec,

par identification, a = 1 et aτ + b = 0 soit b = −aτ = −τ . Ainsi :

V (p) = (K1v0 −K2B)

(
1

p
− τ

1 + τp

)
= (K1v0 −K2B)

(
1

p
− 1

1/τ + p

)
Par transformée inverse, on obtient : v(t) = (K1v0 −K2B)(1− e−t/τ )u(t)

Q13. v∞ = lim
t→∞

v(t) = K1v0 −K2B puisque τ > 0 : la réponse converge, elle est donc bornée en

réponse à une entrée bornée. C’est la définition d’un système stable.

Q14. v(t5%) = 0, 95v∞ =⇒ (K1v0−K2B)(1−e−t5%/τ ) = 0, 95(K1v0−K2B) =⇒ 0, 05 = e−t5%/τ =⇒
ln(0, 05) = − t5%

τ
=⇒ t5% = − ln(0, 05)τ soit t5% ' 3τ : on retrouve le résultat de cours d’un système

non perturbé ; la perturbation n’influence pas le régime transitoire. A.N. : t5% ' 0, 0428 s soit 43 ms

< 500 ms : le cahier des charges est validé.

Q15. Il n’est par contre pas parfaitement précis : son erreur statique est non nulle. µs = lim
t→∞

(vc(t)−
v(t)) = v0 − v∞ = v0 −K1v0 +K2B ' 0, 054 m · s−1 6= 0.

Q16. a) pI(p) =

(
Ki

Ti
+Kip

)
ε(p) =⇒ I(p)

ε(p)
=
Ki

Tip
(1 + Tip).

b) D’après 3.3.1, on a :

Cm(p) = KmI(p) = ApΩm(p) et ΩT (p) = KrΩm(p) =
1

R
V (p). Donc V (p) =

RKrKm

Ap
I(p).

Puisque I(p) =
Ki

Tip
(1 + Tip)ε(p) et ε(p) = Ka(Vc(p)− V (p)) (voir 3.3.1), alors

I(p) =
Ki

Tip
(1 + Tip)Ka(Vc(p) − V (p)). Finalement : V (p) =

RKrKm

Ap

Ki

Tip
(1 + Tip)Ka(Vc(p) − V (p))

=⇒ V (p)

[
1 +

RKrKmKiKa

ATip2
(1 + Tip)

]
=
RKrKmKiKa

ATip2
(1 + Tip)Vc(p). D’où :

V (p)

Vc(p)
=

RKrKmKiKa(1 + Tip)

ATip2 +RKrKmKiKa(1 + Tip)

c) Cela équivaut à :
V (p)

Vc(p)
=

1 + Tip

1 + Tip+
ATi

RKrKmKiKa
p2

On identifie alors : ω0 =

√
RKrKmKiKa

ATi
et m =

1

2

√
TiRKrKmKiKa

A
.

A.N. : m ' 0, 67 (sans unité).

N.B. : D’après l’abaque des temps de réponse réduits, on a t5%ω0 ' 5, 3 =⇒ t5% '
5, 3

9, 5
' 240

ms : on retrouve l’ordre de grandeur de la simulation (cf. réponse suivante).

Q17. Les deux courbes sont globalement proches. On dresse le tableau suivant.

Critère Simulation Expérimental Écart relatif

Valeur finale 5 000 tr · min-1 5 000 tr · min-1 0 %

Temps de réponse 450 ms 300 ms 50%
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On relève une différence sur la rapidité, avec un écart de 50%. C’est important, mais l’ordre de

grandeur est conservé. Le modèle semble valide.
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Question 12 :    
Marge de phase du système non corrigé : 

ఝܯ  = arg൫ܤܶܨ ܱ(݆߱ௗ)൯ + 180° = arg ቀ ಳೀ
ఠబಳ

ቁ + 180° = 90°>80° 

Le critère de stabilité est satisfait. 
 

Question 13 :    
La FTBO corrigée est de classe 1. Le critère de précision vis-à-vis de l’entrée en échelon est donc 
satisfait. Mais l’intégration est en aval de la perturbation. Le critère de précision vis-à-vis de la 
perturbation constante n’est donc pas satisfait, d’où l’utilité du correcteur PI. 
 

Diagramme de Bode asymptotique du correcteur PI : ܥ௩(݆߱) = (ଵା்.ఠ)
்.ఠ

 

 
 

Question 14 :    

La FTBO corrigée est notée : ܤܶܨ ܱ() = ܤܶܨ.()௩ܥ ܱ() = .ಳೀ(ଵା்.)
்.మ

 

Le critère de rapidité impose la pulsation de coupure à 0dB : ߱ௗ = .݀ܽݎ 40  ଵିݏ
La marge de phase est alors : 

ఝܯ  = arg൫ܤܶܨ ܱ(݆߱ௗ)൯ + 180° = arg ቀെ.ಳೀ(ଵା்.ఠబಳ)
்.ఠబಳమ

ቁ + 180° 

  =െ180° + arctan( ܶ.߱ௗ) + 180° = arctan( ܶ .߱ௗ) 
Valeur de ܶ pour obtenir une marge de phase de 80° : 

 ܶ = ௧(଼ι)
ఠబಳ

   A.N. : ܶ =  ݏ0,14

Valeur de ܭ pour avoir effectivement une pulsation de coupure : ߱ௗ = .݀ܽݎ 40  ଵିݏ

ܤܶܨ|  ܱ(݆߱ௗ)| = 1 implique  
.ಳೀටଵା்మ.ఠబಳమ

்.ఠబಳమ
= 1  

Donc  ܭ = ்.ఠబಳ
మ

ಳೀටଵା்మ.ఠబಳమ
  A.N. : ܭ = 0,18 

Tous les critères de performances sont ainsi satisfaits. 
 

Question 15 :    
Les deux réponses (simulée et 
expérimentale) semblent avoir la 
même valeur finale 
 .(ଵି݊݅݉.ݎݐ 5000)
Les temps de réponse à 5% sont : 

x ܶݎହΨ =  pour la ݏ450݉
réponse simulée 

x ܶݎହΨ =  pour la ݏ300݉
réponse expérimentale 

 
 

Question 16 :    

La fonction de transfert  
ௌೕ()
ஐ() est déterminée à l’aide des équations du système : 
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x Equation issue du PFD appliqué au corps d’épreuve : 

െ ݉
ௗమ௭(௧)
ௗ௧మ = ݉

ௗమቀ௭ೕ(௧)ି௭(௧)ቁ

ௗ௧మ + ܿ
ௗቀ௭ೕ(௧)ି௭(௧)ቁ

ௗ௧ + ݇. ቀݖ(ݐ) െ   ቁ(ݐ)ݖ
x Equation du capteur : 

ܵ(ݐ) = ݇௧. ݇. ቀݖ(ݐ) െ   ቁ(ݐ)ݖ
x Relation cinématique : 

ௗ௭(௧)
ௗ௧ = ௗܭ .߱(ݐ)  

Il est déduit l’équation temporelle du système : 

  െ ݉.ܭௗ. ௗఠ(௧)
ௗ௧ = ଵ

ೌ.ೕ
ቆ ݉

ௗమௌೕ(௧)
ௗ௧మ + ܿ

ௗௌೕ(௧)
ௗ௧ + ݇. ܵ(ݐ)ቇ 

Transformation de Laplace (conditions initiales nulles) : 
  െ ݉.ܭௗ.݇௧. ݇.ȳ(). = ൫ ݉.ଶ + ܿ . + ݇൯. ܵ() 
Fonction de transfert : 
  ௌೕ()

ஐ() = ିೕ.ೝ.ೌ.

ଵା
ೕ
ೖೕ

.ା
ೕ
ೖೕ

.మ
 

De la forme ೕ.

ଵା
మೕ
ഘೕ

.ା భ
ഘೕమ

.మ
  avec : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ܭ = െ ݉.ܭௗ .݇௧

߱ = ට
ೕ
ೕ

ߦ = ೕ
ଶඥೕ.ೕ

     A.N. : ߱ = .݀ܽݎ 316  ଵିݏ

 
Question 17 :   

Il est observé sur la courbe de la figure 12 
une pseudopériode de ܶ =  .ݏ݉ 120
Avec un facteur d’amortissement de 
ߦ = 0,6 la pulsation propre est : 

߱ = ଶగ
்ඥଵିకమ

     

A.N. :    ߱ = .݀ܽݎ 65  ଵିݏ
Les deux pulsations propres sont 
différentes, le capteur n’est donc pas à 
l’origine des vibrations. 

 

 
Question 18 :    

Actions mécaniques appliquées à S : 
x Action du brin 1 sur S :   

1݊݅ݎܤ)࣠ ՜ ܵ) = ൜ ଵܶݔԦ
0ሬԦ
ൠ


    ଵܶ positif  

( ଵܶ = ܶ si les inerties du câble et de la poulie sont négligées) 
 

x Action de 0 sur 1 (glissière de direction ݖԦ, ressort et amortisseur) : 

࣠(ܱ ՜ 1) = ቊܺଵݔԦ + ܻଵݕԦ െ ൫݇. (݈ െ ݈) + ܿ. Ԧݖሶ൯ݖ
Ԧݔଵܮ + Ԧݕଵܯ + ܰଵݖԦ

ቋ


  

(݈ = ݖ + ݈ étant la longueur du ressort et ݈ sa longueur libre) 
 

x Action de la pesanteur sur S : 

ݎݑ݁ݐ݊ܽݏ݁)࣠ ՜ ܵ) = ൜െ
ଵܯ) + .݃.(ܯ Ԧݖ

0ሬԦ
ൠ

ீೞ
  

 ௦ centre d’inertie de S, seules les actions de pesanteur sur la charge et le solideܩ)
1 sont prises en compte) 

 

ܶ ܶ 

Q18. On observe une pseudo-période T sur la réponse de la figure 14, tel que T = 120 ms. On en

déduit alors la pulsation propre : ωi ' 52, 4 rad · s-1 .

Q19. a) b) On transpose les différentes équations données dans Laplace sous les conditions de Heavi-

side et on les combine :

mjp
2Zj(p) = −kj(Zj(p)− Z(p)− cjp(Zj(p)− Z(p) et Fj(p) = kj(Zj(p)− Z(p))

=⇒ mj

kj
p2Fj(p) +mjp

2Z(p) = −Fj(p)−
cj
kj
pFj(p). Or : Sj(p) = KcaptFj(p) et pZ(p) = KrigideΩm(p)

=⇒ −mjpKrigideΩm(p) =
Sj(p)

Kcapt

(
mj

kj
p2 +

cj
kj
p+ 1

)
=⇒ Sj(p)

Ωm(p)
=
−mjKrigideKcaptp

1 +
cj
kj
p+

mj

kj
p2

c) On identifie alors ωj =

√
kj
mj

. On a alors ωj ' 316 rad · s-1 .

d) Les deux pulsations propres ωi et ωj sont d’ordre de grandeur différents ; les vibrations observées

ne sont donc pas dues au fonctionnement du capteur.

Q20. On observe des oscillations, validant l’origine des vibrations. Leur période doit correspondre à

celle de la courbe expérimentale de la figure 14 (T = 120 ms). On relève T1 ' 70 ms pour la courbe en

trait plein et T2 ' 100 ms pour celle en pointillés. Il faut alors retenir les valeurs de k = 180000 N · m-1 et

c = 90 N · s · m-1 (courbe en pointillés) pour retrouver une pseudo-période et des amplitudes similaires.

Q21. On étudie les différentes exigences :

— id 1.2 il n’y a plus de fluctuation rapide de la vitesse. La pente la plus abrupte (voir figure

autour de 50 ms) est d’environ
−1, 4− 0, 2

0, 14− 0
' −11, 4m · s−2 pour -20 N donc environ -22m · s−2

pour -40 N, ce qui ne valide pas l’exigence (cf. Q1) ;

— id 1.4.1 la vitesse maximale pour -20 N dépasse légèrement -1 m · s-1 et donc -2 m · s-1 pour un

effort de -40 N si le système est linéaire. L’exigence n’est donc pas satisfaite ;

— id 1.4.3 il n’y a plus d’oscillation de la charge, l’exigence est satisfaite.
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N.B. : L’accélération a lieu pendant une durée très courte (de l’ordre de 30 ms) ; le dépassement éga-

lement (de l’ordre de 200 ms) et n’existe plus en régime permanent : on peut dire que c’est acceptable,

même si le diagramme des exigences n’est pas explicite à ce sujet.

Q22. On peut conclure sur les performances du système :

— id 1.2 dans le cas le plus défavorable (M = 200 kg, Fop = -40 N), on relève une pente maximale

d’environ -8 m · s−2 > -9,81 m · s−2 : l’exigence est validée ;

— id 1.4.1 la vitesse maximale de la charge est de -2,2 m · s-1, l’exigence n’est pas validée ;

— id 1.4.2 différentes masses peuvent être déplacées, allant jusqu’à 200 kg : l’exigence est validée ;

— id 1.4.3 on observe de légères oscillations sur la vitesse de la charge, l’exigence n’est pas validée

mais les vibrations restent peu importantes ;

— id 1.4.4 le système n’évolue pas pour un effort de −0,2 N, l’exigence n’est pas validée (valeur

incluse).

N.B. : En multipliant l’effort par deux (de -20 N à -40 N), on constate que le courbes tendent

à se stabiliser vers des valeurs à convergence multipliées elles aussi par deux (-1 m/s à -2 m/s) : en

régime permanent, le comportement semble linéaire. En revanche, sur les régimes transitoires (temps

de réponse...), les courbes ne sont pas similaires : le système n’est donc pas linéaire. Cela remet en

cause l’hypothèse faite en Q3.
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