MPSI
Programme de colle - semaine 16 du 12/02/2024 au 18/02/2024

1 Polynomes

e Polynomes irréductibles. Dans C[X] ce sont les polynémes de degré 1. Polynomes irréductibles dans R[X].
Obtention de la factorisation dans R[X] & partir de la factorisation dans C[X].

e Relations coeflicients-racines. Savoir au moins retrouver ’expression de la somme et du produit des racines
(comptées avec leur ordre de multiplicité) en fonction des coefficients (pas d’exercice fait récemment).

e Exercice sur le programme précédent : racine, multiplicité, factorisation.

e Interpolation de Lagrange : existence et unicité d’une solution. Savoir énoncer le résultat + démonstration
(voir exo ci-dessous).

2 Structure d’espace vectoriel

e Pour l'instant nous n’avons vu que les SEV et les familles de vecteurs. Pas d’applications linéaires.

e Les définitions ont été données pour un corps K quelconque, mais selon le programme de MPSI on prend
toujours K = R ou C.

e Définition d'un K-EV (ne pas interroger dessus). En pratique, on n’utilise pas la définition et on se
ramene toujours a un SEV d’un EV connu.

e EV de référence a connaitre : K", K[X], F(I,K) (ensemble des fonctions de I dans K), KN, M,,,(K).
Produit de K-EV.

e Sous-espace vectoriel : définition (partie contenant 0 et stable par les 2 opérations). En pratique on
montre que 0 € F et Vu,v € F, VA € K, u+ \v € F.

° {6} et E sont des SEV de E. Une intersection quelconque de SEV est un SEV (la démonstration avait
été faite pour les sous-groupes, pas refaite ici).

e Stabilité d’'un SEV par combinaison linéaire d’un nombre quelconque de vecteurs. SEV engendré par
une famille (finie) de vecteurs. Famille génératrice (finie) d’un SEV.

e Famille (ﬁnle) libre : Définition donnée : identification des coeflicients des que 2 combinaisons linéaires
sont égales. Equlvalence entre cette définition et Z U = 0= Vi, a; = 0.

Famille liée : caractérisations : il existe une farmlle non identiquement nulle (a;) telle que > au; = 0.
i

Pour une famille d’au moins 2 vecteurs, on peut exprimer un vecteur en fonction des autres.
Cas particuliers : famille libre/liée & 1 vecteur, & 2 vecteurs.

e Pour les notions de SEV engendré et de famille génératrice / libre, nous avons aussi donné la définition
pour des familles infinies (u;);es : ne pas interroger dessus.

Pas encore d’exercice fait sur la liberté d’une famille de fonctions.

e Base d'un EV : seule la définition a été vue. Cette semaine, ne donner qu’'une sorte d’exercice utilisant
les bases : “Donner une base de ...” ou on se borne a trouver une famille génératrice et on cherche si elle
est libre.

e Pas vu : Coordonnées dans une base. Base canonique de K", de K,,[X], de K[X], de M,,,,(K).

3 Exercices

1. D’apres CCINP exo 87
Soit ag,...,a, n + 1 réels distincts.
a) Soit k € [[0,n]. Déterminer un polynéme Ly de degré inférieur ou égal & n tel que
. Cfosii#k
Vi € [0,n], Li(a;) = { Lsii—k

b) Montrer que si by, . .., b, sont n+ 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant

degP <n et Viel]0,n], Pla;) =20



¢) Prouver que Vp € [0,n], > af L, = XP?.
k=0

2. Déja vu il y a quelques mois, pas refait récemment.
Montrer que le polynéme P = 2X3 — 6X + 1 a trois racines réelles distinctes. On les note o, 3, 7.
Calculer affy, a4+ B+, af + ay + B7.

3. Algebre linéaire
On reste proche du cours et surtout on commence par des exercices de base sur des objets simples (R3,
polynomes de petit degré ou petites matrices).

Pour situer le niveau attendu, voici une liste d’exercices faits (soit comme exemples du
cours, soit cherchés), je les ai accompagnés de questions de cours :

a) Donner la définition d’'un SEV et montrer que I'ensemble C(A) = {M € M, (R)/ AM = M A} est
un SEV de M, (R) (A étant une matrice fixée dans M, (R)).

b) Donner la définition d’un SEV et montrer que F' = {(z,y,2) € R® /z +y + 2z = 0} est un SEV de
R3 (directement, sans utiliser le SEV engendré).

¢) Donner la définition d’une famille génératrice d’'un SEV puis montrer que ’ensemble F' précédent est
un SEV (en utilisant le SEV engendré) et en donner une famille génératrice.

d) Donner la définition d’une famille libre et la caractérisation. Démontrer une des deux implications.
Puis dire si la famille (u, v, w) suivante est libre.
w=(1,1,1), v = (1,2,1), w = (3,1,0).

e) Donner la définition du SEV engendré par une famille finie de vecteurs (étre capable de 1’écrire sous
forme paramétrique).

Soit F' = Vect(u,v), avec u = (1,2,3), v = (3,2,0).
Exprimer F' comme ’ensemble des solutions d’une équation.

f) Soit A € R. On considere la famille (u,v,w) de vecteurs de R? définis par :
u=(1,1,2), v=(2,1,0), w=(3,1,))

Dire (en fonction de \) si elle est libre. Si elle est liée, exprimer un vecteur comme combinaison
linéaire des autres.



