MPSI Problemes statique : corrigé S21

Probléme 1 : Vérification de performances d’un hélicoptére

Q1 : dRayrpate = fo(1).dS. 5 + £,(r).dS.Z = = p. (C,()Z + Co(a)%).72. w2 L dr

R 1 - —>
Q2 : Ralr—>pale = dealr—male = fr=05-p- (Cz(a)z + Cx(“)xr)-rz- w?.l.dr
= %.p. (C,()Z + C(a)x, Yw?. L. er=0 r?dr

3
= 2.0 (C(@)Z + Co(@)F)w?. L5 = A (C(@)Z + Cy()X,)
D’ou: A= %.p.wz.l.R3

Q3 : Comme les pales possédent le méme angle d'incidence, les normes des composantes de portance
et de trainée sont identiques sur chacune. Par contre, par la symétrie axiale, les trainées s'annulent.
Onaalors:

Ralr—>rp = Ralr—>palel + Ralr—malez = 2.A. Cz(a)z

Q4 : a la limite du décollage, I'appareil est en équilibre dans le référentiel terrestre suppose galiléen.
Soumis notamment aux actions de la pesanteur et de I'air, on peut alors écrire :

Rairshético + Rpes—>héllco = 0= 2.A.C, (a) = Miotaie- 9
On en déduit :

2.4.C,(a)
Mtransportable = T — Myide
Q5 : avec le coeff de sécurité :
1/2.A.C,(a)
Mtransportable réelle = ; T - Mvide

Q6 : Changement de point : VPEpale/cabme = VOEpale/cabme + PO/\Qpale/cablne =T BK

Q7 : COI’ﬂpOSitiOﬂ du mouvement : VPealr/pale = VPealr/sol + VPEsol/cabme + VPEcablne/pale

Or Vpeair/sot = 0 car pas de vent et Vpegor/capme = 0 car limite décollage.

s N _ _ A —
D’ou VPEalr/pale - _VPEpale/cabme - T.B.XT

Q8 : On veut : ||Veeaur/pate|| < 0,6.¢ . Le cas le plus défavorable est pour P situé en bout de pale : r = R

5 _ 0,6.c
Dour.w <0,6.c = Wmax =~

Q9 : Graphiquement : C,(a@)qr = 1.65

) 1 (p.(0,6.c)%.L.R.C;(a)
Q10: Mtransportable réelle = ;(p : 3.9 Somaex vide) = 407.5kg > 400 kg

le cahier des charges est Vérifié.

Q11 : dMy air—pate = OPA dRgirpaie = OPA (% p.(C,()7 + Cr(a)%)). 72 w?. 1. dr)
1

=-.p.(-C()Z + C,(a)x;).r3. w2 l.dr

1 > — R* 3.R — >
Ql2: Mo, air>pate = fdMO,alr—male =3P (—C(@)z + Cz(a)xr)-r-wz-l = TA- (C,(@)x, — Cx(a)Z)
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MPSI Problémes statique : corrigé S21

. N 3.R 5
Q13 : raisonnement analogue a Q3 : My g1y —rp = Mo air—pater + Mo,air—patez = _TA' Cy(a)z

Q14 : Ce résultat indique que I'action de I'air sur le rotor principal va appliquer a la cabine une rotation autour
de l'axe(0, ) , c'est-a-dire I'axe du rotor principal. Cet effet est bien évidemment fort génant !

Q15 : ||Ralr—>rac|| = %-p-wacz- lac-RaCB- Cz(“ac)

Q16 : La résultante précédente est colinéaire a y, donc le bras de levier permettant de connaitre son effet en O
est la longueur de queue, dac, plus courte distance entre O et le support de Ry,y—qc- On écrit donc :

[

O Farrad|| = |Ramr=racll-dac

Q17 : Pour que le rotor anti-couple puisse compenser le couple indésirable créé par l'air sur le rotor principal, il
faut qu'il y ait équilibre de I'hélicoptére sous I'action de ces deux moments. Cela entraine :

3.R 1 ) 3
_TA-Cx(a) = §-p-wac Aae-Rac™ - Co(aqc) - dac

d’ou
31 | R* Cy(a)
4" %" lac .Rac3 . Cz(aac)

Q18 : dac = 5.76 m. Cette valeur est conforme au choix fait par le constructeur car, en prenant une longueur de
queue de 6m, celui-ci s'assure que le cas limite décrit n'est pas atteint.

Probléme 2 : Doseur pondéral de granules plastiques (extrait Mines MP 08)

Q1  Onsuppose que les poids des éléments constitutifs du capteur sont négligés par rapport aux autres
actions mécaniques exercées.

e Isolons S={5} : soumis & 2 glisseurs donc ils ont méme support (CD) soit
e Isolons S={8} : soumis & 3 actions mécaniques en B, C et K donc le théoréme de la résultante statique

sur y donne: -By- Cy-P =0 soit [By=-P
e Isolons S={4} : soumis a 2 actions mécaniques en B et A donc le théoreme du moment statique en A
selon z donne : Ceatl.By=0  s0it [P=Ceall

e Isolons S={4} : soumis & 2 actions mécaniques donc le théoréme du moment statique en A selon z
donne :2.C+l.By=0

e Isolons S={5} : soumis a 2 actions mécaniques donc le théoréme du moment statique en D selon
donne :2.C+l.Cy=0

e Isolons S={8} : soumis a 3 actions mécaniques donc le théoréme de la résultante statique en 9 donne :
-BY - CY -P=0

D’ou : P=4.C//I

Conclusion : la mesure du poids est donc indépendante de My et donc de la position du centre de gravité
des granulés.

N
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Q3 Le graphe des liaisons est le suivant : Le schéma cinématique plan :

S S

6= L9o—

Sphérique

Pivot-Glissant

Probléeme 3 : Robot de pose de fibre optique (extrait Mines MP 04)

Le contact entre le robot et la canalisation est modélisé par deux contacts ponctuels avec frottement en A et B.

Les normales au contact ont pour vecteur directeur respectif AO et BO
D’autre part, le robot est soumis aux actions de la pesanteur (centre de gravité G).

Le systéme est donc soumis a trois glisseurs. Les conditions nécessaires d’équilibre imposent la concourrance
de ces trois glisseurs en un méme point et leur somme nulle.

En A et B, on trace les cones de frottement. La zone d’intersection des cones représente la zone de concours
possible des glisseurs.

Afin de déterminer la configuration limite, on se place a la limite du glissement. Les glisseurs associés aux
contacts ponctuels appartiennent a I’enveloppe de leur cone respectif. D’autre part, il est a noter que les actions
tangentielles sont dirigées dans le méme sens.

Direction de la B Direction de la
a pesanteur o pesanteur
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Le point obtenu (voir figure) représente le point de concours des glisseurs dans la configuration limite. Il ne
reste plus qu’a mesurer I’angle entre le robot et la verticale.

Le cahier des charges est respecté. L’inclinaison reste inférieure a 20°.

Remarques :
- Lorsque la distance HG croit, [’angle omaxi augmente dans la mesure ou HG <HF (avec F le point
d’intersection de (BE) et (HO)). Au-dela, [’action de la pesanteur risque de faire basculer le chariot,
[’angle omaxi diminue.
-Lorsque [’angle @ du cone de frottement croit, I’angle d’inclinaison du chariot omaxi augmente.

Probléme 4 : Chargement/déchargement de cargos porte-conteneurs (extrait Centrale PSI 13)

Q1l: Soit S={Portique+Chariot+Spreader+Conteneur}
Bilan des Actions Mécaniques Extérieures :
e Poids (M¢+ Ms en Gz, Mch en Ge, et Mp en Gp)
e Action du rail en A : glisseur en A
e Action du rail en B : glisseur en B

S’il y a basculement, il aura lieu lors du début de la phase de levage de la charge maxi (portique et chariot
immobiles). On applique le TMS. en A selon la direction x.

M, (poids/Rg).% = —[T@A (M. + M;).g.Z4 AG.p AMy, . g.Z + m/\ M,.g.Z]. %
= M, (poids/Rg).% = [(MC + Mg).D +My,.D — Mp.%y g
E(E/Rg).ic’ =0
M,(B/Rg).% = AB A Zy7.%=l,,. Zg
Ainsi on obtient I’équation suivante :
0= [(Mc + M;).D + Mg, .D — Mp.%y].g +1,.7p

l
(Mp-jy_ (Mc+Mg).D-Mcp .D.)g

Soit  Zp = l = 3347 kN
y
TRS = Zy = (Mp+ M, + Mg + My, )g — Zp = 8223 kN

Le non basculement de la grue consiste a considérer Zz > 0. Elle est donc vérifiée

Q1 bis : Dans le cas de la levée de la charge maxi a I’accélération maxi : a ’action de la pesanteur sur le
conteneur et le spreader s’ajoute les effets dynamiques (M, + Mg). ¥, (¢’est le PED). Cette force d’inertie
contribue au basculement (s’il a lieu) du portique.

D’ou 0 = [(MC + M;).D+My,.D — Mp.%y] g+, Zg + (M, + M).D.y,, cette équation est le TMS

appliqué en A a I’ensemble S1-S. (M, + My).y,,, est la tension supplémentaire dans les cables de levage.

D’ouZp = i(Mp.%y. — (M, + M;).D.(g + ¥Yim) — M, - D.g) = 3216 kN > 0. 1l ya toujours non

basculement.

~Mcp .D+Mp.l7y
(Mc+Mg).D

L’accélération maxi conduisant au basculement est : yp,, = g I — 1] = 24.7m/s* > 0.5 m/s*
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Q2.

Par hypothése :
e Tous les éléments sont immobiles
e Les masses des poutres supérieures, inférieures et des supports de galets sont négligeables devant Mp.
e Le probleme est supposé plan (%, 2).

Ainsi on se place dans le cadre d’une étude de statique :
e Systeme isolé : {portique + poutres inf & sup + supports de galets + galets + chariot + spreader +
conteneur}
e Bilan des Actions Mécaniques Extérieures :
o Poids: Mc+ Msen Gs; Mch, en Ge, et M en Gp

o Action du rail en A : ponctuelle de normale (4, Z) avec frottement (Z4Z — X74X)

o Action du rail en D : ponctuelle de normale (D,Z) avec frottement (Z;pZ — X;pX)
o Force du venten K:FJ:%./LVZ.;‘&
e Théoreme du moment statique en A projeté sur y permet de déterminer Z, :

—[AG5 A (M + Mg).g.Z + AGep AMey, . .7 + AG, AM,. g. 7.7 + AK AFy. % + AD
AN(ZppZ + XppX). 5

— —_—

AD = —1,%; AG; = —%55+???Z; AGy, = —

lx
=23+ HZ
2x Z

Toutes les dimensions selon Z n’intervenant pas dans le résultat final, il importe peu que certaines ne
soient pas définies. Ainsi nous obtenons 1’équation suivante :

o~

Z3+77?
2

Ny
=~
EQ
Il
|
I
=l
_|_
>
Ny
oy
=

l
—(M, + MS+MCh+Mp).g.Ex+H.FV+lx.ZfD =0
On en déduit alors Z¢, = %.(MC + Mg+ My, + Mp).g —H.%

e Théoreme de la résultante statique selon Z :
Zpa+Zpp — (Mc + Mg+ Mg +Mp).g = 0 Soit: Zpy = . (M + Mg+ Mey + M,). g +H.%

Q3:
e |lyabasculementssi, Z;, = 0 = % (MC + Mg+ My, + Mp).g — H.I;—V, car d’apres le sens du vent le
basculement s’effectuera autour de A.

Soit la vitesse du vent minimale causant le basculement :
L (Me + Mg+ M, + Mp). g
H.A

& = V = 312 km/h (> 300 km/h Cdcf)

NB : En observant I’équation de Z, on peut remarquer que le cas le plus défavorable est celui sans
conteneur. Dans ce cas la vitesse du vent vaudra :
V =307 km/h (> 300 km/h Cdcf)

e Pour étudier le glissement on se place a I’équilibre a la limite du glissement : X¢4 = f.Z¢4
D’apres le Th. de la résultante selon ¥ on trouve :

1
~X;a—Xpp + Fy = o=>§.,1.1/22—f.(Mc + Mg+ Mg +M,).g=0
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Comme précédemment, on peut remarquer que le cas le plus défavorable est celui sans conteneur. Dans
ce cas la vitesse du vent vaudra :

2
Vo> =2.f-(Mc + Mg + M, + My). g s0it V, = 266 km/h (> 120 km/h Cdcf)

Le cahier des charges n’est pas respecté. Il existe un risque de glissement en cas de vent violent mais pas
de basculement. Il faudra donc prévoir un systeme de blocage des roues.

Probléme 5 : Robot Romeo (extrait e3A MP 14)

Q1: Pour réaliser ces essais, il n’est pas

, . . ;e . 120
nécessaire d’avoir une grande précision. Ces Force (N)
mesures ont pour seul but d’avoir une idée de

) A 100 ~
I’effort que peut exercer une personne agée. Evolution de la Force d'appui
L’effort maximum toléré sur le cahier des du patient sur le robot (N)

charges est de 100N. Un capteur avec une »
étendue de 150N et une précision de +- 5N

suffit par exemple. B 4# AT~ 3,2 s AT»

40

Q2 : Le temps de maintien est d’environ 3,3 / \
secondes. Le cahier des charges précise qu'on 20

peut attendre un temps de maintien jusqu'a 10 remps 5
s. Le cahier des charges est donc cohérent au 0 - - - - - - - - - -
regard de cet enregistrement, avec une prise S
de sécurité importante. 20

Q3 : C’est le pied droit qui est susceptible de décoller : I’appui de la personne crée un moment de basculement
sur le pied gauche.

Q4

T{pes — E} = {—M ;g-zo}

—F-Z_O)}

T{hum — E} = { . T{solD — E} = {2016' ZO}

G D Op

T{s0lG —» E} = {Z 01 ZO}
Og

Q5 : En isolant (E) en équilibre dans le référentiel galiléen du sol, le principe fondamental de la statique
s’applique.

L’équation de résultante suivant z, donne :
—F-M-g+Zyy+Zy;, =0
Q6 : L’équation du moment en Op suivant X, s’écrit :
—M-g-d—F-(e+d)+Zy,-2d =0
Ainsi :
) M-g-d+F-(e+d)
Zyy = 2d
Q7 : En injectant ce résultat dans 1’équation issue du TRS :
M-g-d+F-(d—e)
2d

d-e) | Mg
T{solDeE}:{F(z.d)-l_ 2 'ZO}
(0]

Zpn=F+M-g—-27'p =

Finalement :

dre) | Mg
T{solGeE}:{F(z.d)-l_ 2 'ZOI
(0]
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Q8 : D’apres son expression, Z), reste forcement positif (cohérent avec Q4) donc la condition est :
Z()]_ 2 O

soit :

F(d—e>+M.g>0
2.d 2 -

Q9 : En exercant I’effort au point D, le basculement ferait perdre le contact au point 0, d’ot Zy; = 0
M-g-d+F-(d—e):>F M-g-d

2d d—e

0=

L’application numérique nous donne :

F=900N > 100N
Le cahier des charges stipule un effort maximum de 100N, la condition de non-basculement n’est donc pas
limitante au vu de ce critere.

Q10 : Onisole donc E;, = {1, 2}, cet ensemble est soumis a 4 actions mécaniques extérieures :
e le poids représentable par un glisseur en G, ﬁz’ =—-M,, g7,
e [Deffort du patient représentable par un glisseur en D, F=-F- Zg,
e le couple moteur C5, au niveau du genou,
e [’action de la liaison pivot d’axe (B,y,) de 3 sur 2 modélisable par un glisseur au vue de I’hypothése de
probléme plan (0, xg, zg).

Afin de s’abstenir de calculer les inconnues de liaison de 3 sur 2, il suffit d’appliquer le théoréme du moment
suivant I’axe (B, y,)

—13~Sin943~M12~g—13~sin943'F+C32+0=0
D’ou:
C3z =13 -sinBy3 - (F+ My, - 8)

Résolution avec Torseur (c'est la méme chose mais présentée difféeremment)
Bilan des efforts extérieurs qui s'appliquent sur I'ensemble isolé E;, = {1,2} :

—F.z, —Mi5.9.29
T{patient - 1} = { _,ZO} T{poids — E;} = { 12_)g ZO}
0 D 0 G12
0 X30.%0 + Z35.29 e
T{moteur - 2} = { 0_,} T{3 -2} = { 32 %o 232 ZO} (Torseur des efforts transmissibles de la
C32-Yo)p 0.¥o B

liaison pivot, exprimé dans le plan sagittal.)
Puisqu'on cherche a déterminer le couple Cs, , on va utiliser le théoréme du moment statique au point B :

M(B, patient - 1) = M(D, patient - 1) + BD A —F.Z
BD =BA+ A0 +0D =—l3.73+ (Zp — ). 2
BDA—F.Zg = (—l3.Z3 + (Zp — 1,).25 ) A —F.z3 = —F(l5.5in0,3)7,

M(B, patient » 1) = —F(l5.sin0,3)y,
M(B,poids — 1) = M(Gy,, poids — 1) + BGy, A —My,. 9.7
BGlZ == ﬁ + AG]_Z == _l3Z_3) + ZGIZ'Z_O)

BGlZ A _FZ—()) = (_l3z—3> + ZG12'2—0>) A _Mlz.g.z_(; = MlZ'g' l3.Sin043.%

M(B,poids — 1) = My,. g.l3.5in0,3. 7
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D’ou I'équation de moment :

C32 + Mlz.g.l3.sin643 + F(l3.Sin943) == O
C32 = _(Mlz.g + F) (l3.SiTl943)
AN C32 = 83,4‘ N

Q11 : Puisque le rendement du réducteur est égal a2 1, on a:

Csy - w3y = Cppy - 0y = Cpy, = C35/13, = 0,88Nm < 2,5 Nm
Le moteur est donc en mesure de rester en position de génuflexion pendant que le patient est en appui sur
1I’épaule du robot.
Il faudra cependant prendre garde que cette position ne perdure pas trop dans le temps au risque d'un
échauffement exageéré des bobinages du moteur.

Q12:
d(t) : tension moteur en V
e(t) : courant moteur en A
f(t) : couple moteur en N.m
g(t) : vitesse moteur en rad - s~1
Q13:
032(p) = ———— - (F() — () (1)
32P Tay -] D2 p r(P
Km Km
F(p) = == (D(P) =K - G(p)) = ==+ (D(P) = K " r32 P+ 032(p))  (2)
F
D(p) = Ks - (B(p) —E(P)) = K5 (B(p) —%) (3
Q14

B(p) =K, - (A(p) —G(p)) =K, - (A(p) —r3; - p-032(p)) (4)
A(p) =K, - (932c(p) — 03, (p)) (5)

Q15 B3,,(t) représente la variation de position angulaire réelle du genou sous I’action uniquement de la
perturbation, relativement a une position initiale de référence 65,_,
A(p) = —K; - 932p(p) (5)

Q16:B(p) =K, - (_K1 ’ 932p(p) —I32°p- 932p(p)) =(—K; Ky —r3,- K, - p) - 932p(p) (6)

F
Q17: D(p) = Kj - <(—K1 Ky, —r13, Ky - p)- 932p(p) - K(_:1)>

K
D(p) = (=K; Ky - K3 =13, - K, - K3 - p) - 932p(p) - K_3 -F(p)  (7)

m

Q18: F(p) = K?m' [(—Kq Kz K3 =13, Ky K3 -p)- eBZp(p) —]I:—;‘F(p) — K 132 - p - 032(p)]
F(D)'@"‘%) Z%'[_Kl'KZ'K3'Km_r32'Km'(KZ'K3+Km)'p]'632p(p)

“[-Ky Ky - K3 - K — 135 - Ky - (K - K3 + Kip) - pl - 0355(p) (8)

F(p) =
(p) K, +R

Q19: 832p(p) = —— - (F(p) — C:(p))

En remplagant I’expression de F(p) trouvée :
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(_ K; +R )
Kl'KZ'K3'Km

r3; - J-(Ks+R)
K, K, K3 K P

e32p(p) = Crp(p)

2 (Kp K3+ Kim) |

I's
1+ Kl'Kz'K3

p+

a_(_ K3 +R ) B_r32'(K2'K3+Km) _ I3+ ] (K3 +R)
K, Kz -K; - Kn K K, K, V7K K; Ky K

Q20: a=-1,69-10"3rad/(Nm)
Q21
1
o

=2,25-107°

N

|[\.)O

'z
= 0,960
0

1 ’ 1
Z:§'0,960' W—SZO

Le systéeme est donc tres amorti vis-a-vis d’une sollicitation en effort d’un patient. Il n’y aura pas de
dépassement (z > 1), c’est donc conforme au cahier des charges qui demandait un dépassement inférieur de 5%.

>

Ainsi :

Q22 . 6632 = - CI'O avec CI‘O = —1Nm AT, =1,=1,
6632 = 1,7 . 10_3 rad = 0,10

Q23 : Si on considere toutes les autres articulations bloquées, le point B
reste immobile et I’inclinaison de la cuisse par rapport a la verticale
augmente tres légérement de 0,1°.

Ainsi :

8Zc =1, (cos63 — cos63,1) = —0,48 mm < 5 mm

Z(t)

Si on veut éventuellement annuler cette erreur qui est tout de méme tres
petite vis-a-vis du cahier des charges, il suffit par exemple d’ajouter une
action intégrale dans la correction. Il faudrait vérifier la stabilité du
systeme pour que ce soit compatible.

| BZ

Q24 .
. 8'(1)0 t1
() = =2 (t= )
n(®=-—3 :
5 _8'|000|.t_1_4'|000|
MXTTE T 2T Ty
Q25
4"(1)0 t13
Gm=—3't% (_7> +wy-t+c
4'(1)0 ti
0,(t=0)=0= —
m(t=0) 3-t7 8
Wty
‘T 6
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4"(1)0 t13 (,l)o'tl 2'(,00't1
Aem=_3-_t§'(t1_?) T T =T
) _ Om __ A8y
Q26 : Iz, = ™ = _Ae32
Ainsi :
3 r3;
=—-—-A0
Wy 2, 32
Q27 .

Qo =10rad.s™! = 95 tr/min < 7000 tr/min

Q28 : L'accélération angulaire maximale du moteur est
4.|w,| 4x10
OMax = =
ty 10

= 4rad.s?

Et au niveau de l'articulation
Ozomaxi = 4/95,91 = 0,042 rad. s 2

Q29 : 1l faut isoler le solide 1 (on utilise alors le principe des actions réciproques C;, = —C,;) et écrire le TMS
en C projeté sur yg.
Q30 : Bilan des moments en C suivant yy:

M (C,patient > 1) - yg + M(C,pes > 1) -yo + M(C,2 > 1) -y,

Ainsi :
= (F+M1 g) ’11 ’Sinelo +C21

Q310na C21 = _Ml'11‘ZD’Sinelo_(F+M1'g)'ll'Sinelo
D,Ol‘l Ml'ZD'.Z.D = —(Ml-g+F)-ZD+11-Sin910-(F+M1'(g+zD))'621—C32-é32

Q32 : Ensimplifiant par Zp : My - Zp = —(My - g+ F) +1; -sin@y - (F+M; - g+ M, - Zp) - 25+ Cg5 + 5
Enfin :
_5s

5

D’ou : Ml-(—%)=—(M1~g+F)+11~sinew~(F+M1~g—M1-esﬁ)-z,s+c32-5

ZD:

1 _ 1 /1 _ M\ .
C32=—'(F+M1'g)~(1—2,5~11-Sln910)+—'(—'11'511‘1910——)-932
5 5 \2 5
D’ou:
1 /1 _ M, 1 _
A=—-(—-11-sm610-M1——)etB=—-(F+M1-g)-(1—2,5-11-sm610)
5 \2 5 5
Q33
C32=55Nm

D’ou, si on suppose un rendement de 1 :

Csz
Ch = = 0,57 Nm < 2500 mNm
32

Le couple de démarrage est 2500 mN. m ce qui est largement suffisant pour le scénario envisage.
On remarque que les effets dynamiques sont négligeables par rapport aux efforts.
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