MPSI Exercices statique : corrigés détaillés S21

Exercice 1 : centre de gravité (a savoir faire mais rarement demandé aux concours)

Q1-  On étudie les symétries pour commencer :  par symétrie G (O,y)

Il reste donc a calculer la composante suivant y de OG. On revient a la définition du centre de gravité.
Deux possibilités pour le calcul :

e soit la formule du barycentre si on arrive a décomposer le solide étudié en une association de solides a la
géométrie classique : [(¥m;) 0G|.7 = [X m,0G,].y
(32 m;) est la masse du solide étudié
G; sont les centres de gravités des solides formant le solide étudié
c’est la solution ici en décomposant la plaque trouée en un demi-disque (Solide 1) et un rectangle
(Solide 2) de masse négative pour faire un trou.
e Soit la formule la plus générale lorsque la géométrie n’est pas classique : [mO—G)] y = [ Il de]. y
m = [ dm est la masse du solide étudié
C’est la méme formule que le barycentre mais en « sommant de maniére infinie »
C’est nécessaire pour le centre de gravité du demi-disque ici.

Formule barycentrique : (m;-m, YOGy =m,0G,y - m,O0G, .y (i)

= Détermination de yg; = O—Gl)ﬁ (par symétrie G, € (0,37))
Par la méthode intégrale :
On définit :
- p lamasse surfacique (en kg/m?) supposée
constante car matériau homogeéne
r = ||OM|| qui varie de 0 &R
8 = (X, e;) I’angle paramétrant la position de M
(coordonnées polaires) variant de 0 a ©
dS =r.dr.d6 la surface élémentaire

[mlo—(}l)].? =myyg = [fOde]? =p[[r.e .y.r.dr.do

m.Ye1 :pTTr.sinH.r.dr.dQ:p.¥ or my= jdm :T‘7J€,13.r.dr.d¢9:,13.”’TR2

00 00

soit Yg :% (parait logique : un peu en dessous du milieu, du c6té ou il y a le plus de

matiere...)
. — — h
= Détermination de yg, = 0G,.y : Yoo =3 et my, =p.R.h
. R? R%z 4R h
L’équation (i) donne : 'O(Tﬂ -R.h).yg :pTﬂ.g—p.R.h.E
2
4I§ K2
d’ou =
ou Yo Rz -2h

Remarque : autre solution en appliquant le 26™ théoréme de Guldin par rotation autour de I’axe (O, x) ; le volume engendré étant une
sphére moins un noyau cylindrique.
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Exercice 2 : clapet a bille

C’est un systeme de clapet utilisé dans bon nombre de systemes de
pompe. Le ressort qui pousse la bille vers le haut, empéche ’air de
circuler vers le bas (petit orifice en bas). La bille (sphérique) obture la
canalisation (grand orifice cylindrique en haut).

Si on augmente la pression Po de 1’air qui pousse vers le bas la bille, la
force de pression de I’air sur la bille va permettre de comprimer le
ressort et de libérer 1’acces. La bille ne sera plus en contact avec la
canalisation haute.

La raideur du ressort va permettre de définir la valeur de pression a
partir de laquelle I’air peut circuler.

On reprend le cours :
[-p(m)yri(m)ds

T(air—bille)= {5
j—OMAp(M)ﬁ(M)ds

oS

7
"

La surface de contact air/bille est la calotte sphérique de demi angle au sommet a.

On installe le paramétrage forcément en
coordonnées sphériques :

e Le petit élément de surface est un petit
morceau de la sphére.
Pour « générer » la calotte sphérique :
r=cste=R
@ € [0;2m]
6 € [0; a]
dS = R2.sin6.d0.do
e Pression constante : po
o (M) =—u,
e U, = sinb.cospx + sinf.singy + cosbZ

On commence par la résultante :

Ressort

2224

OM=rT,

élément de surface :
dS = r? sin(0) d6 do

r sin(@)dg

/‘“k

rdo
|__position__]
 élément de surface

Ralr—>bllle = fj HF(M) = fj E(M) = Jf pORZSan d(pdgu_r)

On ne peut pas faire le calcul de I’intégrale puisque u,. est dépendant des deux variables ¢ et 0. Il faut projeter

sur la base « fixe » (¥, y, Z) pour traduire cette dépendance.

Rairopule-X = Po- R? ﬂ sinf.dg.d6.w, . X = p,.R? U sin?6.cosp.dp.db

2

[24
= pO.RZJ sin%@ dH.J
0 0

cospdp =0

Interprétation : I’air ne produit pas de déplacement en translation suivant X du fait de la symétrie du pB.

Rurobute-¥ = Po- R? ff sinf.de.d6.u; .y = p,. R? ff sin?@.sing.dp.do

21

(24
= po.sz sin%6 de.f
0 0

sing dp =0

Interprétation : I’air ne produit pas de déplacement en translation suivant y du fait de la symétrie du pB.
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Rair—pute-Z = Po- R? ﬂ sinf.de.d6.w, .Z = pg. R? .U sind.cos6.dg.do

*sin260

a 2
= po.sz sinf.cos6 do f do = p,. R?. 27t.f
0 0 0

—c0s201% 1 1
= po.R?. 7. [ 5 ] = pO.RZ.n.E. (1 —cos2a) = pO.RZ.n.E. (1 —1 - 2sin%a) = py.m. R%sin*a
0

Interprétation : I’air produit un déplacement en translation suivant z vers le bas.
Donc Ry —pute- Z # 0.

On retrouve force = pression * surface ou la surface est ici la surface dite
projetée ou frontale : . R?sin?a. C’est un disque de rayon R.sina.

Pour le moment du torseur:

M(O,alr—>bllle) = ff OM A ﬁ(M)

= ff OMAdF,(M) = ff RU; A py.R%.sinB.dep.d6.w, = 0
Les vecteurs dont on fait le produit vectoriel sont colinéaires.

Interprétation : I’air ne produit aucun déplacement en rotation autour de O du fait de la symétrie sphérique.

Exercice 3 : barrage poids

Exercice sur le passage modele local au modele global avec pression normale variable.

Q1: M: point de la surface de contact eau/barrage
z : altitude de ce point mesurée a partir du pied du barrage
h : hauteur d’eau mesurée a partir du pied du barrage

pe : masse volumique de I’eau
Patm : pression atmospheérique qui est celle a la surface libre du fluide

Par rapport au cours (chapitre 1.3.2.), I’altitude est mesurée par rapport au
pied du barrage et non par rapport a la surface libre du fluide. Ce qui

explique le modele de pression : p(M) = p,.g.(h — z) + patm-

A z=0, I’écart de pression avec la pression atmosphérique vaut p,. g. h i M

(modele « piscine » : la pression augmente de 1 bar tous les 10 m de "

profondeur). 7S > -
A z=h, I’écart de pression avec la pression atmosphérique vaut 0. l———9—~

Q2 : Attention. On est sur le modéle local (action mécanique élémentaire aussi). Le torseur est un glisseur.
Celui de la petite force (uniquement normale puisque c’est une action hydrostatique) en M.

dFwy = —p(M)A(M)dS . ) .
_ - avec dFm) =—p(M)A(M)dS =(p,.g.(h — 2) +p,,.)dy.dz X
" dMm.grmy =0

Et y €[-1/2; 1/12] , z[O ;h] pour décrire la surface de contact
eau/barrage

Lycée Claude Fauriel Page 3 sur 10



MPSI Exercices statique : corrigés détaillés S21

dF ) = —p(M)Ti(M)dS =(p, g.(h - 2) +p,q, ) dy.dz X
Q3 : On applique Babar : — — = - = -
o l[dM(odFm) =OM AdFwm) = (YY +22) A(p,.9.(h —2) +p,y, ) dy.dz X

dF (M) est la petite force de pression (ou force élémentaire) en un point M de la surface de contact eau/barrage
et dM o, ar(m)) €St le petit moment (ou moment élémentaire) créé par cette force au point O (point de réduction
du torseur).

Q4 : On intégre pour avoir le bilan (sous forme de torseur) de 1I’ensemble de toutes les petites forces qui
s’appliquent sur la surface de contact eau/barrage.

Reau»barrage = Pe g. J(h - Z)dde ; + patm Idydz

MeS MeS
112 h - 112 h
= pe.g.J'_szyJ'0 (h—=2)dz x + p,, J._I/Zdyj0 dz
h? - -
= peg|7 X+ patm'l'h X
homogeénéité : kg/m3*m/s>*m*m? = kg/s? = N c’ets une force OK

=298.10° + 213180 N ~ 298.10° N . cDbC OK

Q5 : HReau—>barrage

On remarque que la force globale de pression sur le barrage due a la pression atmosphérique est négligeable. En général,
on ne la prend pas en compte puisque cette force de pression se retrouve également « de I’autre c6té du barrage ». Elles se
compensent. Ne reste alors que la force de pression due a 1’eau.

Q6 : Le centre de poussée est le point s’il existe ou le torseur global de 1’action mécanique peut s’écrire sous la
forme d’un glisseur (moment nul en P). Dans 1’exercice du cours sur le frein de TGV, on montre que ce point
n’existe pas.

On commence par calculer le moment global au point O :

M(O,eau—>barrage) = pe'g' J.(yg; + ZE) N (h - Z)dydz ;{

MeS

- - h® -
=p..0. J.(y(—h +2).dydzz+p,.0. j(z(h -2z)dydzy=p,09—.ly
MeS MeS 6
homogeénéité : kg/m*m/s>*m3*m = m*kg/s?> = N*m ¢’est un moment OK

On applique Babar en cherchant P (dans le plan de contact donc de coordonnées Y, et Z, tel que

M(P,eau—>barrage) =0

Ivl(P,eau»barrage) = M(O,eauabarrage) + PO A Reauebarrage = 0 d’ou OP A Reauabarrage = M (O,eau—>barrage)
2
gl — 0
0 [Pl . . ; i
Ce qui donne [Yp N 0 = pe-g-g-l d’ou: Zp'pe'g'|'7:pe'g'€'l =Zp =§ et Yp =0
Z, 0 0
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2
Reau—>barrage - peg|7 X

-

0

Il s’agit bien d’un glisseur en P (moment nul) dont la résultante (qui est un invariant du torseur) est celle
calculée en Q4.

Ce qui donne :

M

P (P,eau—barrage) =

ZA
. A > -~ a
Q7 : Sur le schéma, En rouge, le modéle -
local, les forces de pression élémentaires — N o
En Bleu, le modele global, la force totale de —
. —>
pression de 1”’eau sur le barrage. h —l M
o
4
Y
& TV S
b

Q8 : On utilise la figure ci-dessus. Barrage vu dans la direction y
La masse volumique est constante (béton homogene) donc le poids est le volume* masse volumique avec le
volume V qui est celui d’un cylindre (longueur 1) a section trapézoidale (surface : (ah+(1/2)(b-a)h) )

Poids = pg.g.V = pe.g.l.(ah+(1/2)(b-a)h) = 562.10° N (attention ps = 2560 kg/m®)

Q9 : On mod¢élise les actions de pesanteur sur le barrage sous la forme d’un glisseur au centre de gravité

- b+a -
Rpesabarrage = _pBglhT 4
cherché G : R La résultante est le poids préecédemment calculé.
G I\/I(G,pesabarrage) - O
Position de G : par symétrie G(Xg,0,zc) G est dans le plan de symétrie du barrage (xOz)

méthode barycentrique (puisque la section (figure ci-dessus) est 1’association d’un rectangle ( longueur h,
largeur a) et d’un triangle rectangle (hauteur h, base (b-a)) :
décomposition du trapeze : solidel : rectangle et solide2 : triangle.

Formule du barycentre : (m, + mz)O_d =m,;0G; + m,0G,

En notant o la masse surfacique (masse d’une tranche de 1m) du barrage
Avec : G; (7.5,0,142.5) et my = 15*285*c et G2 (75,0,95) et my = 180*285*c*0.5

D’ou G (65.3,0,101.8) résultat Ok puisque le centre de gravite est du c6té ou il y a le plus de matiere

Q10 : Méme si le cours ne présente le théoreme de la résultante statique (TRS) qu’au chapitre 3, la deuxieme

loi de Newton (X F = m.d = 0) est connue. On fait un bilan des forces extérieures qui s’appliquent sur le
barrage qui est au repos (accélération a nulle).
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S’exercent sur le barrage :

e I’action de I’eau : Ry —parrage

e I’action de la pesanteur : R, o5 parrage

e T’action du sol avec frottement : Rsoi-parrage = Nsoi—barrage + Tsoi=barrage

e on modélise par un glisseur dont ne connait pas le point d’application (noté C, centre de poussée qui est un point
de I’axe central (cours OdM)). Cette force se décompose en une force normale (suivant z) et une force

tangentielle, qui appartient au plan tangent (xOy) et qui s’oppose a la vitesse de glissement donc suivant x. Si le
barrage glisse il translate suivant x*.

Graphiquement :

Nsolebarrage A

Rpesebarrage
Reau—>barra G
ge
> P
_ C
Tsol—>barrage

On applique (3 F= 6) en procédant par direction ce qui revient a projeter suivant X puis suivant Z :

Tsolabarrage = _R eau—barrage et Nsol»barrage =-R pes—barrage
Si le barrage glisse |[Tqparmage | = HNSO,_,barrage £ (loi de Coulomb lorsqu’on est & la limite du glissement)

) ) . Teols y
Pour que le barrage ne glisse pas il faut un coeff de frottement mini de —”—,N“' barrage“ = 0.53
sol-barrage

Graphiquement en respectant a peu pres les ordres de grandeur des forces, lorsqu’on est a 1’équilibre limite
(début de glissement du barrage)

Ndrmes égales Nq@rmes égales
Nsol—>barragf: A Nsol—»barragr
Rpes—>barrage Rpes—>bar rage
Rec u—barrage v G Reauﬁbarrage
ﬁ P ﬁ P
7 al
Normes-égales Normes pas -egalls
Tsol =barrage Tsol—v harrage
A Péquilibre limite Déséquilibre si coeff de frottement trop faible :

Tsol—)barrage <N sol—>barrage - f

Q11 : On peut implanter le barrage sur des sols de type : GW,GP, SW, Roche et cailloux.
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Exercice 4 : effet Magnus

L’¢étude menée ici n’est pas un probléme d’action hydrostatique dans le sens ou I’air qui génére des actions
mécaniques sur chacun des mats cylindriques du navire est en mouvement. En se plagant dans un écoulement
laminaire (voir cours méca des fluides en physique) on retrouve les hypothéses d’une étude statique. On ne tient
toujours pas compte des frottements de ’air sur la surface cylindrique de chaque mat. La pression normale
(expression fournie dans 1’énoncé et obtenue aprés expérimentation) n’est pas constante. Sur une section
(altitude z fixée) elle dépend de la position angulaire (paramétrée par 1’angle o ici) du point M consideré.

Q1- Modélisation locale : OM=rT+z %

élément de surface :

Force élémentaire ou « petite force » : 4S = ¢ d0ds

2
— 1 R 3
dF(M)=-p(M)dS = y* 1—(w——23inaj ds f
0

Le o de 1I’énoncé correspond au 6 habituellement
utilisé (figure ci-contre).

Le rayon R des mats du navire est le rayon r de la
figure ci-contre.

(M) est la normale orientée vers I’extérieur du
solide isolé (le mat). u, sur la figure ci-contre.
L’¢élément de surface dS = r.de.dz de la figure ci-
contre devient dS = R.da.dz avec a € [0; 27], z €
[0; L] pour décrire I’ensemble de la surface de
contact air/mat

dz
M
rdf
[__position___
 élément de surface

Notations habituelles coordonnées cylindro polaires

Moment élémentaire ou « petit moment » : Notations de I’énoncé avec o = 6

dmy =OM AdF M)=0 puisque les deux vecteurs sont portés par u, = 1(M)

Modélisation globale : par intégration sur la surface cylindrique extérieur d’un mat, on obtient :

e EEIEE—— 1 wR ) ? -

F (vent — navire)= I IE’OVOZ 1- V——ZSlna Rdadz n et mg(vent — navire)=0
0

Il'y a2 mats

On ne peut pas intégrer tout de suite : la normale (M) = 1 dépend de I’angle a.. Il faut donc projeter sur la
base (¥, v, Z) pour faire apparaitre cette dépendance et ensuite intégrer.
Ona:n(M) =17 = cosa X + sinay

2L 2 3
e F.X=-pV,2R '[J. 1-| —-2sina | |.cosa dadz = =—pV,2RL|sina+—| — -2sina =0
Vo 6\ V% 0
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2z L 2
= ®R , :
e F.y=-pV,2R II 1—(——2smaj .sina dadz
00 Vo
x w’R?) . 40R(1 cos2a N
——pVOZRLI 1- sing + —| —— —4(1—cos a)sma da
! V02 vV, \2 2

2r
2wR
=~ ppRL [ == da
0 Vo

= — pVy R L4z

On retrouve le résultat de 1’énoncé

Q2 - Application numérique :

40000 200.27r ,
. .1.8=-28700N
3600 60

F.y= —pV,R?Ladr = - 47.1,225.

Remarques : Le systeme de propulsion étudi¢ présente de nombreux avantages méme s’il ne s’est pas beaucoup
développé sur les navires. Sans permettre la propulsion compléte d’un navire, il est complémentaire d’une
propulsion & hélice motorisée. Il contribue a la réduction de la consommation des bateaux a moteur puisque la
mise en rotation a vitesse constante o des mats consomme peu d’énergie. Ceux-Ci sont montés en liaison pivot
avec roulements a billes sur la coque du bateau. Une fois atteint le régime permanent, le maintien de la vitesse
constante @ se fait avec une dépense énergétique faible. La puissance mécanique s’écrit C.m avec le C le
couple fourni aux mats pour les faire tourner qui est trés faible puisqu’il n’y a que trés peu de frottement et de
résistance a vaincre.

Les inconvénients sont malheureusement assez importants. La force propulsive dépend de la vitesse du vent Vo
comme pour une embarcation a voile. Si on calcule la surface projetée (Voir exo 2 ) Sprojete = 2*2.R.L=32 m?.
Cette surface non réductible (au contraire de ce qui se passe sur un bateau a voile) pose probléme lors d’une
navigation par grand vent. Enfin, le navire est contraint de naviguer perpendiculairement a la direction du vent.
Dans le cas d’un vent de face par exemple, le systéme offre une résistance a I’avancement.
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Exercice 5 : Traction/torsion

On ¢tudie ici une machine d’essai traction/torsion pour caractériser un matériau.

On étudie dans un premier temps le vérin linéaire. Le principe de fonctionnement est simple. On introduit de
I’huile (son incompressibilité permet de générer des pressions importantes) dans les 2 chambres cylindriques
situées de part et d’autre de I’ensemble piston + tige. Les actions hydrostatiques générées permettent de « tirer »
(ici vers le bas) la tige sur laquelle est fixée 1’éprouvette de test. D ot le nom essai de traction.

Q1 : Les actions élémentaires (uniquement normales a la surface de Chambre 1 tz
contact) s’exercant sur la partie cylindrique s’annulent (dessinées en d
bleu). Pour s’en convaincre il suffit de considérer les petites forces Esﬁ.
(forces ¢lémentaires) en un point M et en son symétrique M’ par 0 L\ :>> <<: o
rapport a I’axe du vérin. Normes et direction des petites forces sont
identiques. Leur sens sont opposés. D !PH"H! Wy _
0 g
Q2 : Les actions ¢lémentaires s’exercant sur la partie plane du piston M 'MM\T
« s’ajoutent » pour générer un effort de traction (dessinées en rouge). A :>> <<:
Modele de pression constante donc inutile de faire un calcul
d’intégrale pour le passage au mod¢le global. On ne demande par le Chambre 2
torseur complet mais juste la résultante. On ressort le résultat simple o
force = pression * surface
La résultante de 1’action de I’huile chambre 1 sur le piston vaut donc :
Ruuie chis2z = —Py. m@z_o’ Attention la surface de contact huile/surface 20
@d

plane du piston est un disque de diamétre D sans le centre...

Q3 : On refait le méme calcul pour la résultante de 1’action de 1’huile chambre 2 :
_ (D? — d?)_,
Rpute cni—2 = Pp. 7 TZO

L’action mécanique globale due a I’action des fluides est la somme des deux résultantes précédentes :

— gyl 2 2N —
Fz = (PB - PH)Z(D —d )ZO

Q4 : Fz = (220-1)*(r/4)*(25-9) = 2752 daN = 27.5 kN = Cabhier des charges OK

On étudie dans un deuxiéme temps le vérin rotatif. Le principe
de fonctionnement est simple. On introduit de I’huile dans les 4
chambres situées de part et d’autre du solide 2 . Les actions
hydrostatiques génerées permettent de « tourner » (ici dans le
sens trigo puisque P1 > Po ) le solide 2 sur lequel est fixee
I’éprouvette de test. D’ou le nom essai de torsion.

Chambre 3 A

Q5 : Les actions élémentaires s’exergant sur la partie cylindrique
s’annulent ( en bleu ) pour les mémes raisons qu’a la question 1.
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Q6 : On s’intéresse a 1’action de I’huile dans la chambre 3. Les petites
forces (forces élémentaires en rouge) s’appliquent sur une surface plane
rectangulaire de hauteur H et de largeur (R - r). L’ensemble de ces
forces élémentaires génére une force résultante perpendiculaire a la
surface. C’est un glisseur dont le point de réduction (définissant I’axe
central et appelé aussi centre de poussée (exo 3) est le CDG de la
surface (intersection des diagonales). La norme de cette force résultante
vaut P;. H. (R — r) (modéle simple force = pression* surface). Inutile
encore de faire des calculs d’intégrales ici.

Rhulle ch3-2

Cette force (en vert) s’applique a une distance % du centre de rotation

B du solide 2. C’est le bras de lever.
L’action qui nous intéresse générée par I’ensemble des forces élémentaires sur la face plane est donc un

moment suivant z, qui vaut (moment = force * bras de levier) :

— _, R+7r
M B huile ch3—2)-Zo = ) PL.H.(R—71)

Q7 : On refait la méme étude pour la deuxiéme chambre \
alimentée en pression Py et les deux chambres alimentées en
pression Po. Attention au sens des moments.

On remarquera que la somme des résultantes sur chacune des
faces planes s’annule. Le torseur des actions mécaniques de
I’huile (pression P1 et Pg) donc un torseur couple au global. Son
moment est I\_A’(Blﬂuidesqz) = Cv.z, (représenté par un vecteur
tournant en vert)

" M8 fluideg-24

R+r R+r

avec Cv =2 *T.Pl.H.(R —-r)—2 *T.PO.H.(R —-r)

D’ou CV == (Pl - Po)H. (RZ - TZ)
Q8 : Cv =1330.6 daN.cm = 1.33 KN.m = Cahier des charges OK
Bilan : L’association en série des deux vérins, linéaire et rotatif, permet donc de solliciter 1’éprouvette d’essai

avec une force de traction et un couple de torsion.
On remarquera qu’il n’est absolument pas nécessaire de faire des calculs d’intégrales.
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