MPSI/MP2I Problemes de statique : corrigés S21

Probléme 1 : Vérification de performances d’un hélicoptére

Ql:dRgyropate = f(1).dS. % + f,(r).dS.Z = %.p. (C,()Z + C(a)x)). 7% w?. l.dr

R 1 - —
Q2 : Rayr—pate = J ARarpate = fr=05.p. (C,(@)Z + C(a)x,). T2 w?. L.dr

= %.p. (C,()Z + C ()X, w?. L. er=0 r2dr
3
= 2.0 (C(@)Z + Co(@)F,)w?. L5 = A (C(@)Z + Cy(a)X,)

D’ou: A= %.p.wz.l.R3

Q3 : Comme les pales possédent le méme angle d'incidence, les normes des composantes de portance
et de trainée sont identiques sur chacune. Par contre, par la symétrie axiale, les trainées s'annulent.
Onaalors:

Ralr—>rp = Ralr—>palel + Ralr—malez = 2.A. Cz(a)z

Q4 : ala limite du décollage, I'appareil est en equilibre dans le référentiel terrestre supposé galiléen.
Soumis notamment aux actions de la pesanteur et de I'air, on peut alors écrire :

Rar—nético + Rpes—>héllco =0= 2.A.C,(a) = Miorate- 9

On en déduit :
2.A.C,(a)
Mtransportable = T — Myide
Q5 : avec le coeff de sécurité :
1/2.A.C,(a)
Mtransportable réelle = ; <T - Mw’de)

Q6 : Changement de point : VPEpale/cabme = VOEpale/cabme + PO/\-Qpale/cablne =T BK

Q7 : CompOSition du mouvement : VPEalr/pale = VPEaLr/sol + VPEsol/cablne + VPEcabme/pale

OF Vpeaur/sor = 0 car pas de vent et Vpesor/capime = 0 car limite décollage.

9’ N _ _ LN
D’ou VPEalr/pale - _VPEpale/cabme - T-H-xr

Q8 : On veut : ||Vpeaur/pate|| < 0,6.¢ . Le cas le plus défavorable est pour P situé en bout de pale : r = R
0,6.c

Dour.w <0,6.c = Wnax = =

Q9 : Graphiquement : C,(a@)qr = 1.65

) 1 (p.(0,6.c)%.L.R.C;(a)
Q10: Mtransportable réelle = ;(p : 3.9 Somax vide) = 407.5kg > 400 kg

le cahier des charges est Vérifié.

—_—— _— —_ 1 - —
Q11 : dMp ar—pate = OPA dRairpare = OPA (E- p.(C,(@)7 + Co()%)). 72 w2, l.dr)
= ;.p. (—C()Z + C(a)xy). 3. w?. L.dr

> —s R* 3.R — >
Q12 : My gir—pate = | AMo qirpate = %.p. (—Cr(a)Z + Cz(a)xr).r.wz.l ==—A. (C,(a)x; — Cp(a)Z)
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. R 3.R =
Q13 : raisonnement analogue a Q3 : My g1r—rp = Mo air—pater + Mo,air—patez = - A Ce(a)z

Q14 : Ce resultat indique que I'action de I'air sur le rotor principal va appliquer a la cabine une rotation autour
de l'axe(0, ) , c'est-a-dire I'axe du rotor principal. Cet effet est bien évidemment fort génant !

Q15 : ||Ralr—>rac|| = g-p-wacz- lac-Rac3- Cz(aac)

Q16 : La résultante précédente est colinéaire a y, donc le bras de levier permettant de connaitre son effet en O
est la longueur de queue, dac, plus courte distance entre O et le support de Ry,y—qc- On écrit donc :

= ||Ralr—>rac||- dgc

|| M(O'Ralr—n‘ac)

Q17 : Pour que le rotor anti-couple puisse compenser le couple indéesirable créé par I'air sur le rotor principal, il
faut qu'il y ait équilibre de I'hélicoptére sous I'action de ces deux moments. Cela entraine :

3.R 1 ) 3
_TA- Cx(a) =§-p-wac Age-Rae™ Co(age)- dac
d’ou

L3l LR 6@

ac

Q18 : dac = 5.76 m. Cette valeur est conforme au choix fait par le constructeur car, en prenant une longueur de
queue de 6m, celui-ci s'assure que le cas limite décrit n'est pas atteint.

Probléme 2 : Doseur pondéral de granules plastiques (extrait Mines MP 08)

Q1  Onsuppose que les poids des éléments constitutifs du capteur sont négligés par rapport aux autres
actions mécaniques exercees.

e Isolons S={5} : soumis & 2 glisseurs donc ils ont méme support (CD) soit
e Isolons S={8} : soumis a 3 actions mécaniques en B, C et K donc le théoréme de la résultante statique

sur y donne: -By- Cy-P =0 soit [By=-P
e Isolons S={4} : soumis a 2 actions mécaniques en B et A donc le théoreme du moment statique en A
selon z donne : Ceatl.By=0  soit [P=Ceal/l

N

e Isolons S={4} : soumis a 2 actions mécaniques donc le théoréme du moment statique en A selon
donne :2.Ce+1.Bv=0

e Isolons S={5} : soumis a 2 actions mécaniques donc le théoréeme du moment statique en D selon z
donne :2.C+l.Cv=0

e Isolons S={8} : soumis a 3 actions mécaniques donc le théoréme de la résultante statique en 37 donne :
-By-Cy-P=0

D’ou : P=4.Ce/l

Conclusion : la mesure du poids est donc indépendante de M et donc de la position du centre de gravité
des granulés.
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Q3 Le graphe des liaisons est le suivant : Le schéma cinématique plan :

Sphérique

Pivot-Glissant

Probléme 3 : Chargement/déchargement de cargos porte-conteneurs (extrait Centrale PSI 13)

Q1l: Soit S={Portique+Chariot+Spreader+Conteneur}
Bilan des Actions Mécaniques Extérieures :
e Poids (Mc+ Ms en Gz, Mch en Gen et M en Gp)
e Action du rail en A : glisseur en A
e Action du rail en B : glisseur en B

S’il y a basculement, il aura lieu lors du début de la phase de levage de la charge maxi (portique et chariot
immobiles). On applique le TMS. en A selon la direction X.

M, (poids/Rg).% = —[A—)G3/\ M, + Mg).9.Z+ AG.;, A My, .g9.Z + m/\ M,.g.Z]. %

. l

= M,(poids/Rg).X = [(MC + Mg ).D+My,.D — Mp.?y .g

M, (A/Rg).%=0

M,(B/Rg).% = AB A ZgZ.3=L,. Zp
Ainsi on obtient I’équation suivante :

l

0= [(Mc + Mg).D+My,.D — Mp.%].g +1,.Zp

l
. Mp.~2—(Mg+Mg).D—Mcp, .D.
Soit  Zp = v = 0PV _ 3347 kN

y
TRS = Zy=(Mp+ M.+ Mg + M. )g — Zp = 8223 kN

Le non basculement de la grue consiste a considérer Zz > 0. Elle est donc vérifiée

Q1 bis : Dans le cas de la levée de la charge maxi a I’accélération maxi : a ’action de la pesanteur sur le
conteneur et le spreader s’ajoute les effets dynamiques (M, + M). ¥, (¢’est le PFD). Cette force d’inertie
contribue au basculement (s’il a lieu) du portique.

D'oi 0 = [(Mc + My ).D +Me,.D = Mp.2|. g + 1. Zp + (M + My).D.yyy, - cette équation est le TMS
appliqué en A a I’ensemble S1-S. (M, + M,).y,,, est la tension supplémentaire dans les cables de levage.
D’ou Zp = %(Mp.%y. — (M, + M;).D.(g + ¥Yim) — Men - D.g) = 3216 kN > 0. 1l ya toujours non

y

basculement.
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ly
—Mch .D+Mp.7

_1] = 2 2
(Mot M)D 1] = 24.7m/s* > 0.5m/s

L’accélération maxi conduisant au basculement est : y;,, = g l

Q2:
Par hypotheése :
e Tous les éléments sont immobiles
e Les masses des poutres supérieures, inférieures et des supports de galets sont négligeables devant Mp.

e Le probleme est supposé plan (X, 7).

Ainsi on se place dans le cadre d’une étude de statique :
e Systéme isolé : {portique + poutres inf & sup + supports de galets + galets + chariot + spreader +
conteneur}
e Bilan des Actions Mécaniques Extérieures :
o Poids: Mc+ Msen Gz ; Mch en Geh et Mp en Gp

o Action du rail en A : ponctuelle de normale (4, Z) avec frottement (Z4Z — X74X)

o Action du rail en D : ponctuelle de normale (D, Z) avec frottement (ZspZ — X;pX)
o Force du vent en K:ﬁzi.z.vz.f
e Théoréme du moment statique en A projeté sur y permet de déterminer Z, :

—[AGs A (M + M). 9.7+ AGop AMy, . g.7 + AG, AM,,. g.2].7 + AK AFy. % + AD
AN(ZipZ + XppX). 5
_ lx —

I+7277; AG, = ——%+h7; A

AD = —L;%; AGy = = %+777Z; AGep = — =

X
2
lx - -
= — E X+ Hz
Toutes les dimensions selon Z n’intervenant pas dans le résultat final, il importe peu que certaines ne

soient pas définies. Ainsi nous obtenons I’équation suivante :

l
—(M, + Mg+ Mg, + Mp).g.Ex +H.F+1,.Z;p =0
On en déduit alors Zg, = % (M¢ + Mg+ Mg, +Mp).g — H.?
X

e Théoreme de la résultante statique selon Z :
Zra+ Zip — (Mc + Mg+ Mgy +M;).g =0 Soit: Zpy = . (M + M + Mgy, +My). g + H.%

Q3:
e Il'y abasculementssi, Z;p, = 0 = % (MC + Mg+ M, + Mp).g — H.i—V, car d’apres le sens du vent le
X

basculement s’effectuera autour de A.

Soit la vitesse du vent minimale causant le basculement :
L (Me + Mg+ M, + Mp). g .

VZ
H.A

V =312 km/h (> 300 km/h Cdcf)

NB : En observant I’équation de Z¢,, on peut remarquer que le cas le plus défavorable est celui sans

conteneur. Dans ce cas la vitesse du vent vaudra :
V =307 km/h (> 300 km/h Cdcf)

e Pour étudier le glissement on se place a I’équilibre a la limite du glissement : X¢4 = f.Z¢y
D’apreés le Th. de la résultante selon X on trouve :
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1
—Xra— Xp + Fy =O=>§./1.V22—f.(MC + Mg+ Mg +Mp,).g=0

Comme précédemment, on peut remarquer que le cas le plus défavorable est celui sans conteneur. Dans
ce cas la vitesse du vent vaudra :

2
Vo? = 5.f (M + Mg + M, + Mp). g soit V, = 266 km/h (> 120 km/h Cdcf)

Le cahier des charges n’est pas respecté. Il existe un risque de glissement en cas de vent violent mais pas
de basculement. Il faudra donc prévoir un systeme de blocage des roues.

Probléme 4 : Robot Romeo (extrait e3A MP 14)

Q1: Pour réaliser ces essais, il n’est pas

, . . ;e . 120
nécessaire d’avoir une grande précision. Ces Force (N)
mesures ont pour seul but d’avoir une idée de

n 100 =
I’effort que peut exercer une personne agée. / \\ Evolution de la Force d'appui
L’effort maximum toléré sur le cahier des du patientsur le robot (N)

charges est de 100N. Un capteur avec une ”
étendue de 150N et une précision de +- 5N 6o

suffit par exemple. 4# AT = 3,2 s %»

40
Q2 : Le temps de maintien est d’environ 3,3 / \
| secondes. 20
Le cahier des charges précise qu'on peut Temps ()
attendre un temps de maintien jusqu'a 10 s. 0 ; ; - ; ; ; ; ; -

,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

Le cahier des charges est donc cohérent au
regard de cet enregistrement, avec une prise | ?°
de sécurité importante.

Q3 : C’est le pied droit qui est susceptible de décoller : I’appui de la personne crée un moment de basculement
sur le pied gauche.

Q4:

T{pes - E} = {_M ﬁg . ZO} T{hum — E} = {_F(): Zo} T{solD - E} = {Zo%' ZO}

G D Op

Z' 01" Zg

T{solG - E} = { oL ZO}

0 Og

Q5: En isolant (E) en équilibre dans le référentiel galiléen du sol, le principe fondamental de la statique
s’applique.

L’équation de résultante suivant z, donne :

—F—-M-g+Zy;+Zy; =0
Q6 : L’équation du moment en Op suivant X, s’écrit :

—M-g-d—F-(e+d)+Z);-2d =0

Ainsi :

7 M-g-d+F-(e+d)

01 = 2d
Q7 : En injectant ce résultat dans 1’équation issue du TRS :
M-g-d+F-(d—e)
2d

Zpn=F+M-g—-27'y =

Finalement :
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— —

dte\ , Mg — d-e\ Mg —
T{solG—>E}={F(2-d)+ 2 'ZO] T{SOlD—)E}:{F(Z.d)-I_ 2 'ZO}
0 0 0 0

G D

Q8 : D’aprés son expression, Z), reste forcément positif (cohérent avec Q4) donc la condition est :

Soit :

F(d—e)+M.g>0
2.d 2 -

Q9 : En exercant I’effort au point D, le basculement ferait perdre le contact au point O, d’ot Zy; = 0
M-g-d+F-(d—e) F M-g-d
:> [ —

0= 2d d—e

L’application numérique nous donne :

F=900N > 100N
Le cahier des charges stipule un effort maximum de 100N, la condition de non-basculement n’est donc pas
limitante au vu de ce critere.

Q10 : Onisole donc E;, = {1, 2}, cet ensemble est soumis a 4 actions mécaniques extérieures :
e le poids représentable par un glisseur en G, ﬁz’ =—-M,, g7,
e [Deffort du patient représentable par un glisseur en D, F=-F- Zg,
e le couple moteur C5, au niveau du genou,
e [’action de la liaison pivot d’axe (B,y,) de 3 sur 2 modélisable par un glisseur au vue de I’hypothése de
probléme plan (0, xg, zg).

Afin de s’abstenir de calculer les inconnues de liaison de 3 sur 2, il suffit d’appliquer le théoréme du moment
suivant I’axe (B, y,)

_13'Sine43'Mlz'g_lg'Sine43‘F+C32+0:0
D’ou:
C3z =13 -sinBy3 - (F+ My, - 8)

Résolution avec Torseur (c'est la méme chose mais présentée différemment)
Bilan des efforts extérieurs qui s'appliquent sur I'ensemble isolé E;, = {1,2} :

—F.75 —My5.9.7¢
T{patient — 1} = { f"} T{poids — Ey,} = { 12-9 ZO}
0 D 0 G12
0 Xa0. X0 + Z35.29 ..
T{moteur — 2} = { 0_,} T{3 -2} = { 32:%0 %+ Z3; ZO} (Torseur des efforts transmissibles de la
C32-Yo)p 0.¥0 B

liaison pivot, exprimé dans le plan sagittal.)
Puisqu'on cherche a déterminer le couple C5, , on va utiliser le théoréme du moment statique au point B :

M(B, patient - 1) = M(D, patient - 1) + BD A—F.Z
BD =BA+A0 +0D =—l3.73+ (Zp — ). 2
BDA—F.Zg = (—l3.Z3 + (Zp — 1,).25 ) A —F.Z3 = —F(l5.5in0,3)7,

ﬁ(B,patient - 1) = —=F(l5.5in0,3)y,

M(B,poids — 1) = M(Gy,, poids — 1) + BGy, A —My,. 9.7
BGlZ = ﬂ'{‘AGlZ = _l3'Z—3)+Z612'Z—0)
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BGlZ A\ _F.Z_O) = (_l3.Z_3) + ZGlZ'Z_O)) N _Mlz.g.z_o) == Mlz.g.l3.sin943.370)

M(B,poids » 1) = My,.g.ls.5in6,3. 5,

D’ou I'équation de moment :

C32 + Mlz.g.l3.5in943 + F(l3.Sin943) = 0
C32 = _(Mlz.g + F) (l3.Sin043)
AN.:Cs, = 834N

Q11 : Puisque le rendement du réducteur est égal a 1, ona :

C3z - W35 = Cpp - 0y, = Cpy = C5, /13, = 0,88 Nm < 2,5 Nm
Le moteur est donc en mesure de rester en position de génuflexion pendant que le patient est en appui sur
1’épaule du robot.
Il faudra cependant prendre garde que cette position ne perdure pas trop dans le temps au risque d'un
échauffement exagéré des bobinages du moteur.

Q12
d(t) : tension moteur en V
e(t) : courant moteur en A
f(t) : couple moteur en N.m
g(t) : vitesse moteur en rad - s~1

Q13:

1
03,(p) = T pE (F(p) — C:(p)) (1)

Ky, Km
F(p) = (D(p) — Km - G(p)) = = (D(P) =K T35 - p-03(p))  (2)

F
D(p) = K; - (B(p) —E(p)) = Ks - (B(p) —%) ©)
Q14 :
B(p) =K, - (A(p) — G(p)) =Ky - (A(P) — 132 " P~ 032(p)) (4)

A(p) =K; - (932c(p) — 03, (p)) (5)

Q15 :: B3,,(t) représente la variation de position angulaire réelle du genou sous I’action uniquement de la
perturbation, relativement a une position initiale de référence 65,_,
A(p) = —K; - 932p(p) (5)

Q16:B(p) =K; - (_K1 ) 932p(p) — I3 p- e32p(p)) =(—K; Ky —r3,- K, - p) - e32p(p) (6)

F
Q17: D(p) = Kj3 - <(—K1 ‘K, —r3, K, - p)- 632p(p) - K(_:1)>

K
D(p) = (—K; Ky - K3 —r3;, Ky - K3 - p) - 932p(p) - K_3 -F(p)  (7)

Km K
Q18: F(p) = R [(—Kq Kz K3 =13, Ky K3 -p)- 932p(p) - é “F(p) — K * 132 - p - 032(p)]

K 1
PO (142) =2 [=Ks Ky - Ky Ky = i - Ko = (K K + K - ] O3 ()
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F(p) = K.t R [—K; - Ky - K3 Ky =135 - Kiyy - (K3 - K3 + Kpy) - p] - 8325 (p) (8)
3

Q19: 832p(P) = — = (F(P) — C:(p))

En remplagant 1’expression de F(p) trouvée :

(_ Kl-llgi-l_Klz-Km)

0 = C
329 (P) 1+r32-(K2-K3+Km). +r32-]-(K3+R). 2 w(®)
K; K, Ks PTR, K, K; K P
a—(— Kz +R ) 13- (Kp Ky +Kpp) _ I3y (K3 +R)
K, K; K Ky K, K, K VoK K K Ky
Q20: a =—1,69 1073 rad/(Nm)
Q21:
1 6
— =225-10"
Wy
27
— =0,960
Wo
Ainsi :

~ 1 0960 L 390
2=37 225-10-6

Le systéme est donc tres amorti vis-a-vis d’une sollicitation en effort d’un patient. Il n’y aura pas de
| dépassement (z > 1), ¢’est donc conforme au cahier des charges qui demandait un dépassement inférieur de 5%.

Q22 003, = a-CrpavecCryp = —1Nm A%, =%, =1,
885, =1,7-1073rad = 0,1° C)
Q23 : Si on considere toutes les autres articulations bloquées, le point B D
reste immobile et 1’inclinaison de la cuisse par rapport a la verticale o
augmente tres legérement de 0,1°. i 7\
Ainsi : v
8Zc =1, - (cos 63 — cos 63,1) = —0,48 mm < 5 mm L N
7 N

Si on veut éventuellement annuler cette erreur qui est tout de méme trés _
petite vis-a-vis du cahier des charges, il suffit par exemple d’ajouter une .
action intégrale dans la correction. Il faudrait vérifier la stabilité du
systéme pour que ce soit compatible.

T | EZ

Q24

Q25
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4'(1)0 t13
Om = -(t——) +wy-t+c

-~ 3.t2 2
0. (t=0)=0 3w t§+
= = = . — C
" 3-t? 8
Wty
‘=776
4"(D0 t13 ("‘)O.tl 2'(.00't1
Aem*s.—tg'(l‘?)*‘%'“‘ E
: — Om _ A6y
Q26 : 1‘32—632—Ae32
Ainsi :
3 r3;
=—.-—.AB
Wy 2, 32
Q27:

Qo =10rad.s™! = 95 tr/min < 7000 tr/min

Q28 : L'accélération angulaire maximale du moteur est
4. |wo| 4 x10
t, 10

OpMax = = 4rad.s?

Et au niveau de l'articulation
BzoMaxi = 4/95,91 = 0,042 rad.s 2

Q29 : Il faut isoler le solide 1 (on utilise alors le principe des actions réciproques C,, = —C,;) et écrire le TMS
en C projeté sur y,.
Q30 : Bilan des moments en C suivant yy:

M (C,patient > 1) - yg + M(C,pes > 1) -yo + M(C,2 > 1) -y,

Ainsi :
= (F+M1 g) '11 'Sinelo +C21

Q31:0na Cpy =—M;-1y-Zp-sin0;0— (F+M;-g) -1, -sinBy,
D,Ol‘l Ml'ZD'zD = —(Ml-g+F)-ZD+11-Sin910-(F+M1'(g+zD))'621—C32-é32

Q32 : Ensimplifiant par Zp : My - Zp = —(M; - g+ F) +1; -sin@y0- (F+ My - g+ M; - Zp) 25+ Cz5 - 5
Enfin :

_Bs

D’ou : Ml-(—esﬁ) =—(Ml-g+F)+11-sin910-(F+M1-g—M1-esﬁ)-2,S+C32-5

ZD:

1 , 1 /1 _ M\ ..
C32=§'(F+M1'g)'(1—2,5'11'Slnelo)‘l'g'(E'II'SIHGIO_?>'932

D’ou:
M,

1 /1 1
A=§'(§'l1'51n910'M1—?) ethg-(F—l—Ml-g)-(1—2,5-11-sin610)

033
C32 == 55 Nm
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D’ou, si on suppose un rendement de 1 :

C32
Chp = - = 0,57 Nm < 2500 mNm
32

Le couple de demarrage est 2500 mN. m ce qui est largement suffisant pour le scénario envisage.
On remarque que les effets dynamiques sont négligeables par rapport aux efforts.

Probléme 5 : Controle d’une machine de forage (extrait CCinp MP 2023)

QL1 : En supposant la liaison L2-3 parfaite, glissiére de direction Z, la résultante de ’action de liaison vérifie
Rys-72=0.%

En isolant S3, le théoréme de la résultante statique (applicable en quasi-statique), en projection sur Z, donne
alors : 2F,, + F;,; — mg = 0, soit Fy,; = mg — 2F,,.

Sous ces hypotheses, la mesure de F,, permet de déterminer F;,; Si m est connu.

X23 L23
*enun point P, {T,_3} =Y My
0 Naslp (25

Q2 : Isolons X, soumis aux actions mécaniques extérieures
e du sol sur (3),
e dupoidssurXenG,
e desactions de contacten | eten J.
Le théoreme du moment statique en O, projeté sur y donne : My o153 * Y + Mg pess - Y +a Fy —aFq =0

avec Mo,sol—>3 =0+ (OF /\Fsolz) = Fsol(sz) NZ=— solRy)Z
S0it My so1-3 * ¥ = —FsoRc0s0

et Mo pesos -7 = 0+ (0G A (—Mg)Z) - § = Mg rcosf

D’ou : —FgoRcos8 + Mg rcosd + aFy; — aFy = 0 (i).

Le théoreme de la résultante statique en projection sur Z donne : F; + F; + Fy; — Mg = 0 (ii).
a(ii)+(i) donne Fs,;(a — Rcos®) — Mg (a — rcosf) + 2aF, = 0,

Rcosf—-a a—rcosf

soit F; = Fyq, — + Mg

2a
RcosO+a a+rcosf

a(ii) — (i) donne aussi : F; = _FsolT + Mg ”»

Q3 : Par hypothése, F,,; estnul et 6 € [—1t/2, t/2].
Le basculement induit une perte de contact en I (chenille gauche). 1l'y a basculement si : F; = 0.

.. .. . - 0 .
La condition de non basculement s’écrit alors : F, > 0,s0it Mg % > 0,s0lt: rcosO < a.

La projection sur le sol de G, centre de gravité de I’ensemble porté par le chassis, doit €tre situé entre les 2
chenilles.
by, est la distance de G au plan médian (0, y, 2), |r cos 8|, en proportion de la distance au plan médian de la

|r cos O]

chenille, a. D’ou le résultat by, = 100 —

Q4 : L’exigence 1.2 impose by, < 0,5, outil levé (F,,; = 0) et dans le cas le plus défavorable, soit pour 8 = 0
ou .
On obtient : r < 0,5a.
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G est le barycentre du systéme {(G,, m,), (G,,m,), (G., m.)} et vérifie (m, + m, + m.)0G = m,0G, +
m,0G, + mCO—GC).

En projecti 2 (my + my + m)r = 4,4m, — 4,3m, soitr = e b3Me
n projection sur x : (m, + m, + my)r = 4,4m, — 4,3m, soitr = o ———
4,4me—(Me+my)r
r+4,3
4,4Mmg—(Me+me)0,5a
(0,5a+4,3)mq
Q5 : Par définition, F,, Vérifie : F,,Z = F55Z- MgZ, d’ou F,; = F;s — Mg avec Fy,; = mg — 2F,,.
On obtient : F,; = —(M —m)g — 2F,.
La position de E Vérifie : Mg oq_,r(E) = Mg 50153(E) + Mg pes5(E) = 0.

avec . ME,sol—>3(E) =—(R—e)Fsy 5’)2 et ME,pes—u‘?(E) =—(e— T')Mg )_;2-

En en déduit : m, = , aVec m, = n., X my et ng, valeur entiere et r < 0,5a.

D’ou la condition : ngy, = Application numérique : n., = 2,7, soitn., = 3.

PR — . RFgo—TM _R 2F, M
En projection sur 7, on obtient : e = 2ksol™9 iy o = ROM9=2Rw)"TMg
Fso1—Mg —(M-m)g—2Fy
Q6 : L’action élémentaire est un glisseur qui passe par P. dFy,cg(P) = (A )Zl + B) dxdy?Z

—

Et: dMg gcq(P) = 0+ OP A dFocy(P) = (x% +y ) A (A2 + B) dx dy Z. On obtient

TV y - -
dAMop o-cq(P) = (A T + B) (yx—xy)dxdy
Q7 : Par intégration sur la surface de contact sol / chenille gauche :
L/2 L/2
a+l/2 —a+l/2
_— —_— N A 5 A
F0—>cg :.f dFO—)Cg(P):Z -]- (zy'i'B) dxdy=z (Zy-l_B)dy f dx
a-1/2 —a-1/2
—L/2 -L/2

_

L/2
Do Fyeg = 21|22 +By] vp = ¢ Foneg = LUBZ
2

Pour le moment en O :
L/2

a+l/2 —a+l/2
Moo = I @Moocg® =i | [ (Sy+B)ydxay-7 j (4y +B) x dxdy
a-1l/2 a-l1/2
-L/2
L/2 a+l/2 L/2 a+l/2
=*j (y+B)yd faz/z x—f/J (y+B)d fal/z x dx
—L/2 —L/2
L/2 L/2 x —-a+l/2
=xl|— + B a
= y ] L/2 [ y] -L/2 [2] —a-1/2
On obtient : Mo ooseg = EA X+ alLBy

Q8 : Dans I’ordre :
- théoréme de la résultante statique en projection sur Z ;
- théoréme du moment statique en O, en projection sur X ;
- théoreme du moment statique en O, en projection sur y
appliqués a I’ensemble X.

Q9 : En notant (i), (ii) et (iii) les 3 équations (1).
ﬁ 6esin 0

e avecA =C, (ii)ydonne: A =
IL L
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e (i)+(iii) donne: D = ‘;eLq (1 + eczse) |
) (l)_(lll) donne B = %(1 _ eCOSG)l

a

Si 0 €[—n/2,1t/2], Pmax =D + |A/2|, SinON per = B+ |A/2|. Dans les deux cas, on trouve la relation

‘. __Feq( e|cosO| Ge|sin6|)
demandée : ppax = L 1+ —t—)

Q10 : La pression maximale admissible pour le gravier compact est de 400 kPa.
L’indicateur b% reste en dessous la valeur de déclenchement de 1’alarme.
L’alarme se déclenche lorsque la pression calculée atteint 400 000 Pa, soit & I’instant 100 s.

-=-- pmax_trapezes
Psol

400000 + - = = pmax trangle _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ ___ " °°_ | _ M ___
=== pmin

]
]
—~ 300000 !
[] | ,
o : Déclenchement
S
- i alarme
© 200000 i
92 i
wm
° S |
| “a'- |
A 100000 - g 1
T~ |
\\ |
.
‘\.~ - 1
Saol e T Tl |
N B ey |
~~—
==
T T T T T {
0 20 40 60 80 100

Q11 : Les indicateurs contrdlent indépendamment le risque de basculement et le risque d’enfoncement dans le sol.

Q12 : V(1,4/0) = V{I,4/3) + V(I,3/cable) + V(I, cable/0)
Avec
e mouvement de rotation de 4 par rapport a 3 d’axe(C, y),

V(I,4/3) =V(C,4/3) +IC Awyysy = 0 — Rs¥ A (—w3§) = Ryws 7
e non glissement du cble sur la poulie, V(I, 3/cable) = 0
e cable attaché en O, donc fixe par rapport 20, V(I, cable/0) = 0
D’ou:V(I,4/0) - Z = Rs ws.
De plus, le mouvement de 4 par rapport a 0 est une translation : m - Z= W Z=V.

Q13:o0naV = —R; w3 + Ryw; etV = R;w5. En remplagant, on obtient: V = %wl, SOit : Req = %

2
Q14 : Hg = kr HlO = R_Z H11 = ng’fl
Bonus : la vitesse de translation de la table (V) est la moitié de celle du cable par rapport a 0 (notons-la Vc). Vu en Q13. Au niveau

de la poulie 2, on traduit le RSG (« V=R.0 ») : Vc = R,.w, = 2.V d’oll w, = RiV et ’expression de Hyq.
2

Q15 : Les ressorts étant en parallele, les allongements sont tous identiques. L’actions du ressort équivalent est
la somme des actions de chacun des ressorts : F,, = * o k(4zy — A2)7 = nk(dz, — Az)Z.
Par identification on trouve k; = n k. De méme, pour les amortisseurs : Ay = n A.

Q16 : Isolons (5), soumis aux actions mécaniques extérieures du poids My g, des ressorts et amortisseurs et de
la liaison glissiere 4-5.

A I’équilibre, le théoréme de la résultante statique en projection sur Z donne :

—Mygg — kr(Azy — Az,) + A\pAZ + Fyoy = 0, avec Az =0 a I’équilibre et Fg,; =0 car le systéeme est
suspendu.

D’ou: —Mygg — ky(4zy — 4z,) =0
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Isolons (4+5), soumis aux actions mécaniques extérieures des poids sur (4) et (5), des cables et de la liaison
glissiére 4-0.
A P’équilibre, le théoréme de la résultante statique en projection sur Z donne : 2F,,, — (My + My)g = 0

Q17: Les actions mécaniques extérieures a 4 proviennent des cables, de son poids, des ressorts et amortisseurs
et des liaisons glissiéres avec 0 et 5.
Le théoreme de la résultante dynamique, en projection sur Z donne :

My 24 = 2F,, — Myg + ky(Azy — Az) — ApAz

Q18 : Avec le changement de variable proposé : 4z = z, — z5 = 2, — 25 + Az, .
L’¢équation de la question précédente devient :
My 24 = 2F,,o + 8F, — My g + kp(4zg — 24 + 25 — Az,) — Ap(24 — 25)
& My 2y = 2Eye — Mpg + kp(A2zg — A2,) + S8Fy + ky (=24 + 25) — Ap(Z4 — Z5)

AV@C, a l’équilibre 2FW€ - MTg = MKg! SOlt 2FW€ - MTg + kT(AZO - AZe) — MKg + kT(AZO - AZe) = 0.
D’ou, par rapport a la position d’équilibre : My 2, = 8F, + kp(=24 + 25) — Ap(Z, — 25).

En regroupant les termes, on obtient la premiére équation recherchée : My Z, 4+ ApZy + kp2y = ApZs + kpZs +
6F,.

Q19 : L’équation donnée dans le sujet, s’écrit, aprés changement de variables :
My Zs = Fyop — kp(Azg — 24 + 25 — Az,) + Ap (24 — 25) — Myg
& My Zs = 2Fsq — ky (429 — Azp) — Mg — ky(Zs — 24) + Ar(24 — Zs5)
A Iéquilibre, —k(4zg — Az,) — Mgg = 0, d’00 My Zs = 2Fso; — ky (25 — 24) + Ar(24 — Z5).
En regroupant les termes, on obtient la deuxiéme équation recherchée.
La premiére équation donne : Z,(p) (Myp? + Arp + kg) = (kg + Arp)Zs(p) + AE,, (p).

De plus, v(t) = dzé;t(t), soit Z,(p) = 22
: kr+Ar p+Mpp? ]
On obtient AF,,(p) = L1 BT7TP ”; PV (p) — (kr + Arp)Zs(p) (i)
2
On en déduit Hg(p) = kT+/1T++MTP

1

La deuxieme équation donne : Zs(p) = - [(kT + Arp) % + Fsol(p)].

kr+Ar p+Mgp
On en déduit H (p) = <P Et, en replacant Zs(p) dans (i) : H,(p) = %
Q20 : On obtient :
H,(p) =K
Qp(0) = K Us(p) B
v _ Hy(p) = Vo
5 PAP(P) = Qp(p) — U (P) oP
(@) = Cy 2m(p) = Hs(p) = Cy
Cm(p) = Cy 4P(p) Hy(p) = Cy
(@ +Jeqp) 2in(p) = Cu(p) — G (p) Hg (p) = 1
atjeqP

Q21 : K;p,m permet de s’assurer qu’en régime permanent, I’image de I’erreur €, est nulle lorsque I’erreur est
nulle, qu’elle que soit la consigne.

Condition vérifiée si |Kipym = ng”R_Z'
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Q22

H,(p) Hs(p) Hs(p)
1+ H,(p) H;(p) Ha(p) Hs(p)

Q24 : La fonction de transfert en boucle ouverte est d’ordre 2 et de classe 0.

H,(p)

Le modele est stable, mais I’erreur statique n’est pas nulle. L’exigence 2.1.1 ne peut étre satisfaite.

Qm()
Us(p)

) , d’ordre 3 et de classe 1.

=
mh.L2_2h

al 3
H o+
~ nx
NESES
M| |3
s X
Vn N———
Ko Q
Il
~
.l
-

@)

[8a)
S

4

[<b)

&
~
il I
—

Clp) = Kp

Q25 :

O si classe GBO > 1,+ 0 sinon

1
p

Ftbf(p)

1

p

(
)

i

1
1+ Ggo(p)

limp(V.(p) — V(p))

= lim
Gpo(p)
1+ Ggo(p)

lim (V,(6) — V(1))

t—ooo

Si le modeéle est stable, I’erreur statique sera nulle. L exigence de précision est satisfaite.

Justification par le calcul :

Ecart statique : &

lim (
p—0

(1 + 10p).

(-
=1etT,=10s, C(p) =

lim
p—0

1

10p

aux basses fréquences : asymptote du gain de pente -20 dB/décade passant par le point (1/10 rad/s,
40 1------

0dB) ; phase a -90° ;
pulsation de cassure a 0,1 rad/s. A cette valeur, le gain réel est 3dB au-dessus du point de cassure, la

phase vaut -45° ;
aux hautes fréquences : asymptote horizontale pour le gain a 0 dB ; phase a 0°.

La courbe réelle de phase passe aussi a -84° pour 0,01 rad/s et a 6° pour 1 rad/s.

Comportement asymptotique :

Q26 : Avec K,

o g e

-

——r-r-

F--r-A-

s Rl Rttt Betialin ¢

||||||||

||||||

||||||||||||

||||||||||||

20 sz

40 4------
0 0 LN

(gp) apnydwy
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Pulsation (rad/s)

-180.0 L------a--

-90.0
La marge de phase attendue est de 30°, correspondant a une phase de -150°. Pour la pulsation w_;5qe

correspondante, le gain est de 11 dB.
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Pour obtenir la marge de phase demandée, il faut descendre la courbe de gain de 11 dB correspondant a un
correcteur de gain |K, = 107'%/20 ~ 0,28,

La phase n’atteignant pas -180°, I’exigence sur la marge de gain est vérifiée.

Q28 : La présence d'un amortisseur a une influence positive sur la stabilité du systeme (la phase en pointillés
est sensiblement plus élevée a haute fréquence) mais négative sur le temps de réponse (réduction sensible de la
bande passante a 0 dB sur le gain en pointillés).

Le correcteur est bien choisi car il assure la précision statique en portant a 1 la classe de la FTBO (effet de
I'intégrateur) tout en ne diminuant pas la phase en haute fréquence (effet du premier ordre au numérateur)
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