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Probléme d'analyse

1°9) Soit f:R - R telleque f(0)=1ct Vi#0, f(r)=2rc0

1-1) Continuité et parité de f .
La fonction Arctan est continue sur R..

. 1 . : :
La fonction t — — est définie et continue sur chacun des intervalles ]— 00,0[ et ]O,+<><>[.
t

Donc f est continue sur ]— 00,0[ et ]O,+¢><>[ comme produit de fonctions continues.

Arctan(t)

Au voisinage de 0, Arctan(t) ~ t etdonc hn(} =1= f(0), ce qui traduit que f
-

est continue en 0.
Conclusion : f est continue sur R.

Arctan(—t)

La fonction Arc tan est impaire, donc Vi #0, f(-t)= = f(t) et f est paire.

1-2) Développement limité a I'ordre 1 en 0

Arc tan est dérivable sur R et Vie R, Arctan'(t) = el
+1

Donc, Arctan' aun développement limité a 'ordre 2 en 0 qui est :
Arctan'(t) =1—1> +1°¢,(t) avec lin(}g1 (t)=0.
1—

Alors Arctan aun développement limité a1' ordre 3 en O qui est :
’4;

Arctan(t) =1 — % + t382 (1) avec lzlir(} €,(t)=0. (sachant que Arctan(0)=0)

Par suite, f aun développement limité a1 ordre 2 en O qui est :
2
f()y=1- ? + t282 (?) et par troncature, a un développement limité a1' ordre 1 en O qui est :

f(t) =1+te(t) avec llm(} E()=0.

Conclusion  f est donc dérivableenOetona: f'(0)=0.

1-3) Dérivabilité de f .
1 ‘o .
Arctan et t — — sont dérivables sur ]— 00,0[ et ]O,+<><>[. Donc sur chacun de ces intervalles,
t

f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables.
Comme elle est dérivable en O elle est dérivable sur R..




1 _ Arctan(t)

Conclusion Ve R", (1) = , '0)=0.
Conclusion f'@® ) 7 f'(0)

1-4) Signede f' .

2

Soit te R et I(t) = zw—” dw . Effectuons une intégration par parties :
O1+w?)
u(w) =w u'(w)=1
1
On pose VV(W):% (W) = —————
(I+w?) 21+ w?)
u,v sont des fonctions rationnelles de classe C* sur R, on a donc :
t
- 1 d —1 1
I(r) = —w2 +—[ w2 = ——+— Arctan(t) soit :
2(0+w7) ], 201+w 20+17) 2

1) = —t ( 1 _ Arctan(t)

— t2
= "(1).
2 | t(1+1) t } 2 A
Vu la parité de f, il suffitdel' étudier su1]0,+c><>[. Onaalors V¢ >0, I(t) >0 carintégrale
sur [O, t]d‘ une fonction continue, strictement positive sur]O, t].
Conclusion : Ve b,+0<>[, f'(t)<0 etdonc f estdécroissante sur ]0,+0<>[.

1-5) Courbe représentative de f .

lim Arctan(t) = % ,donc lim f(#)=0,d" oule tableau de variations.
t—>+o0

t—too

f 1 T 0

f(@) = Arctan(l) = % . Pour le graphe, voir graphe commun avec celui de ¢ .

2°) Soit @ : R — R telleque ¢(0) =1 et Vx#0, q)(x):lr f(®)de.
X 0

2-1) Continuité de ¢
f estcontinue sur R . Donc elle admet des primitives sur R, soit F' celle qui s' annule er) .

Alors Vx #0, @(x)= lF()c) :
X

F est dérivable donc continue sur R. ¢ est donc continue sur ]— 00,0[ et ]0,+c><>[ comme
produit de fonctions continues.



. F(x)

F(0) =0 donc hII(l) =F'(0)= f(0) =1=¢(0) donc ¢ est continue en 0.

x
Conclusion : ¢ est continue sur R.

1 =
Vx#0, ¢(-x)= —L f(t) dt . On fait le changement de variable t = —u .
- X

L_X f)yde= _[Ox f(=u) (—du) = —LX f(u)du car f est paire. On a donc :
Conclusion : Vx #0, ¢(—x)=¢@(x).Donc ¢ est paire.

2-2) Encadrement de @ .

® Soit x > 0. Sur [O, x] , [ estdécroissante, d' oVt € [O, x], fX)Sf@OLfO)=1.
Par positivité de 1' intégrale on a L ’ f(x)dt < _[Ox f()dt < _[Ox dt soit:
xf(x) £ x¢(x) < x etenfin puisque x>0, f(x)<P(x)<1.

® Soit x <0, alors —x >0 etdonc f(—=x)<@P(—x)<1.0r f et ¢ sont paires, donc on a
encore : f(x)<@(x)<1.
Onadonc: Vx#0, f(x)<¢(x)<1,etcomme f(0)=¢(0)=1,0ona:

Conclusion : Vxe R, f(x)<¢(x)<1.

2-3) Dérivée de @ .
Onavuque Vx#0, ¢(x)= lF(x) avec F dérivableet F'= f .
X

Des lors, ¢ est dérivable sur ]— 00,0[ et ]O,+¢><>[ comme produit de deux fonctions dérivables.

F'(x) _ Fx)

On aalors : @'(x) = 2 soit @' (x) = é[f(x) —q)(x)].

Dérivabilité de ¢ en 0.
On connait le développement limité de f al' ordre en 0.

On en déduit celui de F , puis celui de ¢ .

f(x)=1+xe(x) gi%e(x)zo.

F(x)=x+x283(x) 1)(i£t(1)83(x)20 F0)=0.

P(x) =1+ x€,(x) lxiir(l)e(x) =0.

¢ admet un développement limité a1' ordre 1 en 0, dona) est dérivable en O et ¢'(0) =0.

D' apres la question 2-2¢'(x) < 0 sur ]O,+¢><>[ et ¢'(x) >0 sur ]—00,0[.

¢ est donc croissante sur ]— 00,0[ et décroissante sur ]O,+<><>[.

2-4) Etude de ¢ au voisinage de+ oo .

Vie R, Arctan(t)<%.$oitalors x>1. Vte [l,x], O<f(t)<% d ou:

OS_[X f(t)dtggf% soitosf f(t)dtS%Inx.Onendéduit:



pour x > 1, oslf Fyde < Fnx et comme lim ¥ =0, mnlf ft)dt=0.
x 2x x -l

X—teo ¥ X—>+oo
Or ¢(x)=éj01 [0 dt+§f F(o)dr.

1p 1 . 1
Sur [0,1], 0< f(t)<1 etdonc os—j f(t)dt <~ et lim —j f(dt=0.
X 0 X X—too y 0
Conclusion : lim ¢(x)=0.

X—>oo

2-5) Courbe représentative de ¢ .

Le tableau de variation de ¢ est le méme que celui de f .

I ' + ey

3°) Soit la suite (u,),., définie par u, € R, Vne N, u,,, =0u,)

. t . . .
3-1) Soit u:t = N Etudions cette fonction sur I' 1ntervalle{0,+°°[.

5.

+1
, -t .
u'(t)= ——— d' ol le tableau de variation :
ad+t)
t 0 1 + oo
u'(t) + 0 —

<
~~
-~
p—g
)
N | =
)




t
1+¢?

Conclusion : On a donc bien V>0, 0< <

[\)|»—

t2
01+
Pour x>0, ¢'(x)<0 etona |¢'(x)| = —(q)(x) - f(x)) d' aprés 2-3.
X

3-2) ® Montrons que Vx>0, <= (1 f(x))_ —

OrVxeR, 0<¢(x)<1.,d ot{¢'(x)|sl(l—f(x))zl(l—wj quel' on
X X X

I 1
peut écrire : %(x — Arctan(x)) soit encore : —2L (1 - > ]dt ,c' estadire:
X x 1+1
1 opx 17
X 1+t2 a-
t2
Conclusion : Vx >0, < (1 f( x))— il

01+

® On a, pour tout x >0 ettout € [O,X], 0<t

R B
D' ou;—- 2 _[

014172

On a par ailleurs que ¢'(0) =0 et que @ est paire donc @' impaire. Par suite :

S— d' apres 3-1.
2 2 p

2
<l

1 =t 1
dtS—2_[ —dt =— et finalement pour x >0,
02 4

Conclusion : Vxe R,

<L
4

3-3) Equation ¢(x) = x.
Soit y(x)=d(x)—x, Y'(x)=¢'(x)—1<0 d' apres ce qui précede.
V¥ est donc décroissante sur R .

lim Y (x) =+oo car lim ¢(x)=0, lim y(x)=—eo car lim $(x)=0.

Y étant continue, elle réalise une bijection de R sur R et ceci assure I' existence d' un unique
réel & tel que Y(@) =0, c' estadirgp(a) = .

Conclusion : L' équationp(x) = x admet une unique solution notée ¢ .
Encadrement de o.

v(0)=¢0)-0=1, y1)=p(1)—1<0 car Vx#0, ¢(x)<1 etdonc ae J0,1[.

1
3-4) ¢ est dérivable sur R et |¢'(x)| < R L' inégalité des accroissements finis appliquée sur

I' intervalle d' extrémités et u, s' écrit |(])(u )— ¢(a)| 4|u —a| soit :

U, Oc| |un - a| et par suite on a :



Vne N,

=0

n—+eo 4"

1Y o 1
u, —a| < (Z |u0 - oc| (récurrence immédiate!). Des lors, comme lim

Imu, =o. Conclusion : Iim u, =« .

n—y+oo n—y+oo

4°) Résolution de I' équation différentiellex” y'+xy = Arc tan(x).
4-1) Sur chacun des intervalles ]— 00,0[ et ]O,+<><>[, ' équation différentielle s' écriky'+y = f(x).

Or xy'+y estla dérivée de x > xy(x),d" olxy(x) = LX fdt+A.

A
Conclusion : Sur chacun des deux intervalles les solutions sont de la forme : y(x) = ¢(x)+—.
X

4-2) Solution de 1' équation différentielle suR .

A
o(x)+—-  pour x<O0
Une telle solution doit s' écrire :y(x) = X et il faut trouver

¢(x)+—= pour x>0
x

A, et A, pour que ' on puisse prolonger cette fonction erl) en une fonction dérivable en 0 .
La possibilité de prolonger par continuité en O nécessite A, = A, =0 etalors y(x) = @(x),
dont on a vu qu' elle était bien une fonction dérivable suR .

Conclusion : ¢ est la seule solution de I' équation différentielle suR .

Probleme d' algebre

-1 2 2
1°) Soit ¥ I' endomorphisme deE' de matrice A = 1 2 -1 2 |relativementalabase B.
2 2 -1
-1 2 2
1-1) y'= %l// est]' endomorphisme de matriceA'= % 2 =1 2 |. y' estuneisométrie:
2 2 -1

En effet, B = (e,,e,,e;) étant une base orthonormée, on a :

”W'(el )” = ”V/'(ez )” = ”‘/f'(es )” = %m =1 et

W'(e)y'(e,)) =<' (e) ' () = (W' (e,). ' (e;)) = é(—Z —2+4)=0 ce qui fait que

' transforme une base orthonormée en une base orthonormée. cqfd.
Ensemble des vecteurs invariants.

o L \ . .
Soit u = x,e, + x,e, + x,e, un vecteur invariant par ¥, on doit avoir :



-1 2 2 Yx X, —4x, +2x,+2x, =0

1 2 -1 2 |x, |=|x, |soitlesysteme: § 2x, —4x, +2x; =0 . Celui-ci est
2 2 —1]x X, 2x, +2x, —4x, =0
—2x,+x,+x;,=0
équivalent a : —3x, +3x; =0 soit finalement x, = x, = x;.

3x, =3x; =0
L' ensemble des vecteurs invariants est la droite vectorielleD engendrée par
u, =e, +e, +e,.
Cette isométrie vectorielle est donc une rotation vectorielle d' axeD etona:
Lo A
o

e,—e,e D et y'(e, —e,) =—e, +e, donc cosf =—1 et sin@ =0 etdonc 6 =7 .

Vve D', w'(v)=cos@v+sinf v, O étant une mesure de 1' angle de la rotation.

L4 . iy
Conclusion : El// est le demi tour d' axe dirigé paw, = e, +e, +e;.

1-2) y = %l//'z %Id oY'=y'o % Id et donc Y est le produit de I' homothétie vectorielle de

3 .
rapport Z et du demi tour précédent..

2°) Soit S =fpe L(E); ke [0l[; Vxe E,
2-1) Montrons que Y € S N"GL(E).

(o] <k}

On a que Y € GL(E) comme produit de deux automorphismes de E . (a savoir %Id et
I' isométriay").

Par ailleurs, Vxe E,

|l//(x)|| = %”x” etdoncyeS. (k :% convient)
Conclusion : v € S N"GL(E).

2-2) Id, ¢ S car Vxe E,

|1d , (x)]| = | et done Vk e [0,1],

1d ; ()| > k|« -

2-3) Soit @, et @, deux éléments de S . Alors, 3k, etk, € [0,1] tel que :
Vxe E, |(p1 (x)” <k, ||x|| et VxeE, |(,02 (x)” < k2|

|(p1 °Q, (x)” <k ||(p2 (x)” < k1k2||x|| avec kk, € [0.1] et donc

Q op,ES. Conclusion : S est stable pour ©.

S NGL(E) n' est pas un sous groupe deGL(E) car tout sous groupe de GL(E) contient

Id,.Orsi Id, ¢ S "GL(E) . Conclusion : S "GL(E) n' est pas un sous groupe deGL(E)

A

Onaalors: Vxe E,




2-4) Soit pe S et xe Ker(¢—1d,). Alors, ¢(x) = x donc ||(p(x)|| = ||x|| , or par ailleurs
||(p(x)|| < k”x” avec ke [0,1[. On devrait donc avoir ||x|| < k”x” ce quin' est possible que si
||x|| =0 soit x=0,.
On en déduit que @ — Id, est un endomorphisme injectif, et comme E est de dimension finie,
@ — Id . esten fait bijectif, autrement dit ¢ — Id . € GL(E) .

2-5) Soit 9 € S, donc Jk € [0,1], A=1=|ex)|<k.
Réciproquement, soit p € F(E), tel que Ik € [0,1[; ||x|| =1 = ||(p(x)|| <k.
On a évidemment ¢(0,) =0, etdonc 0= ||(p(OE)|| < k”OE” =0.

(p(x)” < k||x|| . Mais alors, Vxe E,

Soit maintenant xe E; x#0,. @(x)=|x (p(i) avec il 1 donc :
I~ I
loo)| = | (p(ﬁ) < k|| et donc pe S

Conclusion : @ € S si et seulement si Ik € [0,]]; Vxe E,

x=1=|ow@)|<k.

2-6) Soit o€ L(E)et (61' , €£ , eé) une base orthonormée dans laquelle la matrice de @ est :

4 0 0
D=|0 A, 0 |avec Vie{,23}, ﬂ,i| <1.
0 0 A

On a alors pour X = X,e, + X,€, + X6, ,, @(x)=Axe +A,x,e, + A, xse,.

2 .
D' oiﬂ(p(x)” =X x} +Ax; + Ax; <[max(A7, A3, A2)](x] +x; +x2) soit, en posant

k= \/max(ﬂ,lz,ﬂé,ﬂ,g) <1, ||(p(x)|| < k||x|| Rq: k = malx(|ﬂ,1 RVIRRVR |).
Conclusion : g€ §.
3 1 -1
3°) Soit u 1' endomorphisme deF dont la matrice relativementa B est M = 1 I 3 1
-1 1 1

o1 o1 o1
3-1) On définit e, = —= (e, —e, —e;) , e, =—=(e, +e,) , e, =—=(e, —e, +2¢;) .

V3 V2 J6
Il est clair que ces trois vecteurs sont normés.
On a aussi, de maniere évidente, que e, L e, et]l' onconstate quee;, = e, Ae,.
(e,,e,,e;) estdonc bien une base B' orthonormée de E .

3-2) Matrice de [ dans B'.

Sion note P la matrice de passage de B 2 B', on pourrait utiliser la formule M'= P"'MP ,



soit ici M'='"PMP puisque P~'='P . On peut procéder directement en calculant :
, 1 1
f(e,) =w[(3e1 +e,—e,)— (e, +3e, +e,)— (e, +e, +e,)|=—=(e, —e, —e,).

23

D' ol u(e,) = %e; .

1 1 V2
U(e,) =——=|[(3e, +e, —e;) + (e, +3e, +e,)|= —=(de, +4e,) =~ (e, +e,).
2 6\/5 1 2 3 1 2 3 6\/5 1 2 3 1 2
S 2
D 0L}U(€2)=§€2.
, 1
,u(el)zﬁ[(%l+62—e3)—(el+3e2+e3)+2(—el+e2+e3)]:OE,
1 0 0
2
La matrice de i dans B' estdonc M'=| 0 % 0| D apres2-6 ue S.
0 0
1 -1 0
4°) Soit ¢, 1' endomorphisme defZ dont la matrice relativementa B est M, =a|0 1 1
1 0 -1

4-1) Soit x = x,e, +x,e, +x,e;, x>+ x> +xl=1.
@, () =al(x, = x,)e, +(x, +x,)e, +(x, —x,)e, .
2 2 2 2 2 :
oo O =a i, = )" + 0y )" 05 =) soit

||(pa ()c)”2 =a’ [2x12 +2x5 +2x7 —2x,%, +2X,X; — 2x1x3]= a’ [1 +(x, —x, — x3)2]

X, . V231 X,
4-2) Soit x = x,e, + x,e, + x,e; ona: | x, |=— -2 B -1 x, |de sorte que

X, V6 -2 0 2 X,
X, =X, —X; = %[(\/le + \/§x2 +x,)— (—\/Exi + \/§x2 —x;)— (—\/zxi + 2x;)] soit :
X, =X, =X, = %[3\@;]: V3x;. Par suite : @, (0" =a*(1+3x,).

. 2 2 2 2 2 .
Comme on a toujours x;, +x, +x; =1, x; <1 etdonc ||(pa (x)” <4’ soit :

@, (0)]| < 2.

L' inégalité précédente devient une €galité si le vecteur unitairex a sa composante X, qui

Conclusion :

vérifie x;, =1. On obtient donc deux vecteurs réalisant I' égalité x = *te, .




4-3) D' apres 2-5 p, € S sietseulementsi Ik € [0,]]; Vxe E,

x=1=]o,(0)|<k.

Donc ® si |O£|<%,ona VicE, ||=1 =g, |< 2=k <l et g, 5.

® si |Oc| > % , alors il existe x unitaire (x = e,) tel que ||(Da (x)” = 2|(x| 2leto, ¢S.

. : . 1
Conclusion : ¢, € S si et seulement si |oc| < 5

5°) Application affine f associée 2 un endomorphisme ¢ élémentde S .

VM e&, f(O).f(M)=¢(OM)
5-1) Points invariants par f .

fM)Y=M & f(O).M =@(OM) soit f(0).0+OM =@(OM) c' estadire :
f(0)O=9p(OM)—OM etenfin f(0)0 = (¢ — IdE)(O—A/f) )

5-2) On a vu en 2-4 que pour tout @ € S, ¢ — Id,. est bijective. Donc il existe un seul vecteur u
tel que (@ —1d, )(;) = f(0).0 etun seul point Q tel que 0Q=u.

Conclusion : f aun seul point invariant.

5-3) V(A,B)e £, f(A).f(B)= (p(ﬁ) , donc en particulier, comme f () =€ ona:
VMe&, Qf(M)=9p(QM).

5-4) Soit la suite de points définie par M € &, Vne N, M, , =f(M,).
5-4-1)Ona QM ,,, = @(QM ) . Donc

QMnH

< kHQM n H et par une récurrence immédiate :

“QMn“Sk" QM,|. Comme ke [0,1], lim k" =0,etdonc lim QM ,|=0.
X —lx —ly +1
n+l1 4 n 4 n
1 1 1
5-4-2) Soient les suites réelles définies par x,,y,,z,€ R et Vne N, <y, Zyn +Zzn +§
1 1
Tpp =X, =%, +1
4 4

Soit M, € £ de coordonnées (x,,y,,2,).Onaque M, = f(M,) ou f est

1' application affine, d' endomorphisme assocé€ et telle que f(O) a pour coordonnées

1
I,—.D).
( 5 )



I -1 0
1
La matrice de @ dans B est —|0 1 1 |.Onadonc ¢ =@, quiestbien un élément
1 0 -1 N
de §.

On a donc lim |QM , H =0, Q étant ' unique point invariant def . Les coordonnées de

n—+oo

1 1
x=—x——y+1
4 4 3x+y=4
Q vérifient donc : < yzi y+iz+% <4 3y—2z=2 quiadmet pour solution :
1 1 —-x+5z=4
z=—x——z+l1

(x=1, y=1, z=1).

— 12
On a que HQM” =(x, -1+ (y, -1+ (z, —1)> = 0 quand 1 — +oo donc les

trois suites (X, ),cn > (Y, )uen » (2,) ey SONt convergentes vers la méme limite 1 .

FIN




