MPSI

Programme de colle - semaine 21 du 16/03/2026 au 22/03/2026

Pas de démonstration sauf (*)

Fonction en escalier, intégrale d’une fonction en escalier, propriétés (ne pas interroger dessus). Fonction
continue par morceaux (uniquement la définition & savoir).

Ne pas interroger sur les notions suivantes : fonction uniformément continue (notion au programme mais
introduite uniquement en vue de définir I'intégrale). Théoréme de Heine (admis). Définition de l'intégrale
d’une fonction continue par morceaux.

Linéarité, relation de Chasles.

b
Positivité, croissance, / f
a

< / |f] : énoncés précis & connaitre.

Fonction positive d’intégrale nulle (*).

e Intégrale fonction de la borne supérieure (théoreme fondamental de 'intégration).
e Formule de Taylor avec reste intégral (*). Inégalité de Taylor-Lagrange (*). L’égalité de Taylor-Lagrange

n’est pas au programme.
Non revu dans ce chapitre mais a connalitre : intégration par parties, changement de variable.
Méthode des rectangles : seule celle & gauche est officiellement au programme :

Sifecm([avb]vm)’ alors b_anzlf< a) n—-+00 / f

Interprétation géométrique de cette propriété (faire un dessin clair).
La démonstration a été vue pour f de classe C! (voir exercice plus bas).
Méthode des trapézes : faire un dessin et écrire la somme. Aucun résultat théorique a connaitre.

1 Exercices

Ces exercices ont tous €té€ faits, mais ne pas s’acharner dessus, laisser du temps pour d’autres exercices pro-

gressifs.
A L[t . .
1. Déterminer lim ———— dt (en faisant un encadrement) Ou une autre du méme style
z—+oo J  t° + cost
2. Développement en série entiére de In(1 + )

3.

a) Soit & > 0 fixé dans tout I'exercice. Appliquer une des deux formules de Taylor & In entre 1 et 1+ x
a lordre n (n € N*).
On explicitera toutes les dérivées de In.

n .’L'k xn-{-l
b) Pour n € N*, on pose u, = Y (—=1)k1=—. Montrer que |In(1 + ) — uy| <
k=1 k n + 1
¢) On suppose que z €]0,1]. Etudier la convergence de la suite (t,)n>1.
Méthode des rectangles
Peut servir de question de cours.
On considere une fonction f continue sur [a,b] et une subdivision (ag,...,a,) de [a,b].

a) Expliquer la méthode des rectangles & gauche : faire un dessin et donner I'expression de la somme
de Riemann (notée u,, par la suite).

b) Dans la suite, on suppose que f est de classe C* sur [a, b].
Expliquer pourquoi il existe M € R tel que f soir M-lipschitzienne.



¢) Pour k € [[0,n — 1], on note Ay 'erreur commise en prenant (ax+1 — ax) f (ax) comme approximation

de /+ F(#)dt -

(23

Ay = /ak+l f(t) dt — (ag1 — ag) f(ak)

k

a2
Montrer que |Ag| < MM.

On écrire Ay sous la forme d’une seule intégrale.

h—
d) Dans le cas ou (ag,...,ay) est une subdivision réguliere (ar, = a + k—a), majorer l'erreur totale
n
b
Uy, — / f| et conclure.
4. CCINP exo 56 (ancien)
2
Todt
On considere la fonction H définie sur |1, +o00[ par H(z) = / i
. In
a) Montrer que H est C! sur |1, +oo| et calculer sa dérivée.
1 1
b) Montrer que la fonction u définie par u(z) = — — admet une limite en z = 1.

S lnz -1
¢) En utilisant la fonction u de la question b), calculer la limite en 11 de la fonction H.



