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Exercice 1 : centre de gravité (à savoir faire mais rarement demandé aux concours)  

 

Q1- On étudie les symétries pour commencer :  par symétrie ( , )G O y  

 

Il reste donc à calculer la composante suivant 𝑦⃗ de 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . On revient à la définition du centre de gravité.  

Deux possibilités pour le calcul :  

 soit la formule du barycentre si on arrive à décomposer le solide étudié en une association de solides à la 

géométrie classique :  [(∑ 𝑚𝑖) 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ]. 𝑦⃗ = [∑ 𝑚𝑖𝑂𝐺𝑖
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ]. 𝑦⃗   

 (∑ 𝑚𝑖) est la masse du solide étudié 

 𝐺𝑖 sont les centres de gravités des solides formant le solide étudié 

 c’est la solution ici en décomposant la plaque trouée en un demi-disque (Solide 1) et un rectangle 

(Solide 2) de masse négative pour faire un trou. 

 Soit la formule la plus générale lorsque la géométrie n’est pas classique : [𝑚𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ]. 𝑦⃗ = [∫ 𝑂𝑀 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑑𝑚]. 𝑦⃗ 

 𝑚 = ∫ 𝑑𝑚 est la masse du solide étudié 

 C’est la même formule que le barycentre mais en « sommant de manière infinie » 

 C’est nécessaire pour le centre de gravité du demi-disque ici. 

 

 

Formule barycentrique :   1 2 1 1 2 2m m OG y m OG y m OG y i( - ) . . - . ( ) 

 

 Détermination de yG1 = OGi
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. y⃗⃗ (par symétrie 1 ( , )G O y ) :  

 Par la méthode intégrale :  

 On définit : 

  la masse surfacique (en kg/m
2
) supposée 

constante car matériau homogène 

 r = ‖OM⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖  qui varie de 0 à R 

 θ = (x⃗⃗, er⃗⃗⃗⃗ ) l’angle paramétrant la position de M 

(coordonnées polaires) variant de 0 à  

 dS = r.dr.d  la surface élémentaire  

 

 [m1OG1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ]. y⃗⃗ = m1yG1 = [∫ OM ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ dm]. y⃗⃗ = ∬ r. er⃗⃗⃗⃗ . y⃗⃗. r. dr. dθ 
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  soit 1

4.
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G

R
y


  (parait logique : un peu en dessous du milieu, du côté où il y a le plus de  

  matière…) 

 

 Détermination de yG2 = OG2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . y⃗⃗ :  2

2
G

h
y   et 2 . .m R h  

 

L’équation (i)  donne :  
2 2 4

( . ). . . . .
2 2 3 2

G

R R R h
R h y R h

 
  


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Remarque : autre solution en appliquant le 2

ème
 théorème de Guldin par rotation autour de l’axe (O, x) ; le volume engendré étant une 

sphère moins un noyau cylindrique. 
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Exercice 2 : clapet à bille  

 

C’est un système de clapet utilisé dans bon nombre de systèmes de 

pompe. Le ressort qui pousse la bille vers le haut, empêche l’air de 

circuler vers le bas (petit orifice en bas). La bille (sphérique) obture la 

canalisation (grand orifice cylindrique en haut).  

Si on augmente la pression P0 de l’air qui pousse vers le bas la bille, la 

force de pression de l’air sur la bille va permettre de comprimer le 

ressort et de libérer l’accès. La bille ne sera plus en contact avec la 

canalisation haute.  

La raideur du ressort va permettre de définir la valeur de pression à 

partir de laquelle l’air peut circuler. 

 

 

On reprend le cours :  

T(airbille) = 



























S

S

O

dS)M(n)M(pOM

dS)M(n)M(p





 

 

La surface de contact air/bille est la calotte sphérique de demi angle au sommet . 

 

On installe le paramétrage forcément en 

coordonnées sphériques :  

 

 Le petit élément de surface est un petit 

morceau de la sphère.  

Pour « générer » la calotte sphérique :  

 r = cste = R 

 𝜑 ∈ [0; 2𝜋] 
 𝜃 ∈ [0; 𝛼] 
 dS = R

2
.sin.d.d 

 Pression constante : p0 

 𝑛⃗⃗(𝑀) = −𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ 

 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑥⃗ + 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑦⃗ + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑧 

 
On commence par la résultante :  
 

𝑅𝑎𝑖𝑟→𝑏𝑖𝑙𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = ∬ 𝑑𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑀) = ∬ 𝑑𝐹𝑛

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑀) = ∬ 𝑝0. 𝑅2. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑑𝜑. 𝑑𝜃. 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ 

On ne peut pas faire le calcul de l’intégrale puisque 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ est dépendant des deux variables 𝜑  et  . Il faut projeter 

sur la base « fixe » (𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧) pour traduire cette dépendance. 
 

𝑅𝑎𝑖𝑟→𝑏𝑖𝑙𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑥⃗ = 𝑝0. 𝑅2 ∬ 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑑𝜑. 𝑑𝜃. 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑥⃗ = 𝑝0. 𝑅2 ∬ 𝑠𝑖𝑛2𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑑𝜑. 𝑑𝜃

= 𝑝0. 𝑅2 ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑑𝜃
𝛼

0

. ∫ 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑑𝜑
2𝜋

0

= 0 

Interprétation : l’air ne produit pas de déplacement en translation suivant 𝑥⃗ du fait de la symétrie du pB. 
 

𝑅𝑎𝑖𝑟→𝑏𝑖𝑙𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑦⃗ = 𝑝0. 𝑅2 ∬ 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑑𝜑. 𝑑𝜃. 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑦⃗ = 𝑝0. 𝑅2 ∬ 𝑠𝑖𝑛2𝜃. 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑑𝜑. 𝑑𝜃

= 𝑝0. 𝑅2 ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑑𝜃
𝛼

0

. ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑑𝜑
2𝜋

0

= 0 

Interprétation : l’air ne produit pas de déplacement en translation suivant 𝑦⃗ du fait de la symétrie du pB. 
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𝑅𝑎𝑖𝑟→𝑏𝑖𝑙𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑧 = 𝑝0. 𝑅2 ∬ 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑑𝜑. 𝑑𝜃. 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑧 = 𝑝0. 𝑅2 ∬ 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑑𝜑. 𝑑𝜃

= 𝑝0. 𝑅2 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃
𝛼

0

. ∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

= 𝑝0. 𝑅2. 2𝜋. ∫
𝑠𝑖𝑛2𝜃

2
 𝑑𝜃

𝛼

0

 

= 𝑝0. 𝑅2. 𝜋. [
−𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
]

0

𝛼

= 𝑝0. 𝑅2. 𝜋.
1

2
. (1 − 𝑐𝑜𝑠2𝛼) = 𝑝0. 𝑅2. 𝜋.

1

2
. (1 − 1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝛼) = 𝑝0. 𝜋. 𝑅2𝑠𝑖𝑛2𝛼 

 

Interprétation : l’air produit un déplacement en translation suivant 𝑧 vers le bas. 

Donc 𝑅𝑎𝑖𝑟→𝑏𝑖𝑙𝑙𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑧 ≠ 0. 

On retrouve force = pression * surface où la surface est ici la surface dite 

projetée ou frontale : 𝜋. 𝑅2𝑠𝑖𝑛2𝛼. C’est un disque de rayon R.sin. 

 

 

Pour le moment du torseur:  

 

𝑀(𝑂,𝑎𝑖𝑟→𝑏𝑖𝑙𝑙𝑒)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = ∬ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝑑𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑀)

= ∬ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑑𝐹𝑛
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑀) = ∬ 𝑅𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑝0. 𝑅2. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑑𝜑. 𝑑𝜃. 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ 

Les vecteurs dont on fait le produit vectoriel sont colinéaires. 

 

Interprétation : l’air ne produit aucun déplacement en rotation autour de O du fait de la symétrie sphérique. 
 

 

 

Exercice 3 : barrage poids  

Exercice sur le passage modèle local au modèle global avec pression normale variable. 

Q1 :  M : point de la surface de contact eau/barrage 

 z : altitude de ce point mesurée à partir du pied du barrage 

 h : hauteur d’eau mesurée à partir du pied du barrage 

 e : masse volumique de l’eau 

 patm : pression atmosphérique qui est celle à la surface libre du fluide 

 

Par rapport au cours (chapitre 1.3.2.), l’altitude est mesurée par rapport au 

pied du barrage et non par rapport à la surface libre du fluide. Ce qui 

explique le modèle de pression : 𝑝(𝑀) = 
𝑒

. 𝑔. (ℎ − 𝑧) + 𝑝𝑎𝑡𝑚. 

A z = 0, l’écart de pression avec la pression atmosphérique vaut 
𝑒

. 𝑔. ℎ 

(modèle « piscine » : la pression augmente de 1 bar tous les 10 m de 

profondeur). 

A z = h, l’écart de pression avec la pression atmosphérique vaut 0. 

 

Q2 : Attention. On est sur le modèle local (action mécanique élémentaire aussi). Le torseur est un glisseur. 

Celui de la petite force (uniquement normale puisque c’est une action hydrostatique) en M. 

















0Md

dS)M(n)M(pFd

))M(Fd,M(

)M(

M



avec  xdz.dy)p)zh.(g.(dS)M(n)M(pFd atme)M( 


 

      Et  y [-l/2 ; l/2] , z[0 ;h] pour décrire la surface de contact 

      eau/barrage 

 

R.sin 
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Q3 : On applique Babar : 
















xdz.dy).p)zh.(g.()zzyy(FdOMMd

xdz.dy).p)zh.(g.(dS)M(n)M(pFd

atme)M())M(Fd,O(

atme)M(

O



 

𝑑𝐹(𝑀)⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ est la petite force de pression (ou force élémentaire) en un point M de la surface de contact eau/barrage 

et 𝑑𝑀(𝑂,𝑑𝐹(𝑀))
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ est le petit moment (ou moment élémentaire) créé par cette force au point O (point de réduction 

du torseur). 

 

Q4 : On intègre pour avoir le bilan (sous forme de torseur) de l’ensemble de toutes les petites forces qui 

s’appliquent sur la surface de contact eau/barrage. 

 




 
SM

atm

SM

ebarrageeau dz.dypxdz.dy).zh(.g.R  

      


2/l

2/l

h

0
atm

2/l

2/l

h

0
e dzdypxdz).zh(dy.g.  

   xh.l.px
2

h
.l.g. atm

2

e           

homogénéité : kg/m
3
*m/s

2
*m*m

2
 = kg/s

2
 = N c’ets une force  OK 

 

Q5 : N10.298N21318010.298R 99

barrageeau  . CDC OK 

On remarque que la force globale de pression sur le barrage due à la pression atmosphérique est négligeable. En général, 

on ne la prend pas en compte puisque cette force de pression se retrouve également « de l’autre côté du barrage ». Elles se 

compensent. Ne reste alors que la force de pression due à l’eau. 

 

 

Q6 : Le centre de poussée est le point s’il existe où le torseur global de l’action mécanique peut s’écrire sous la 

forme d’un glisseur (moment nul en P). Dans l’exercice du cours sur le frein de TGV, on montre que ce point 

n’existe pas.  

 

On commence par calculer le moment global au point O :  

xdz.dy).zh()zzyy(.g.M
SM

e)barrageeau,O( 


   

   yl.
6

h
.g.y.dz.dy).zh(z(.g.z.dz.dy).zh(y(.g.

3

e

SM

e

SM

e  


 

homogénéité : kg/m
3
*m/s

2
*m

3
*m = m*kg/s

2
 = N*m  c’est un moment OK 

 

On applique Babar en cherchant P (dans le plan de contact donc de coordonnées yp et zp tel que 

M(P,eau→barrage)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0⃗⃗ 

 

0RPOMM barrageeau)barrageeau,O()barrageeau,P(    d’où  )barrageeau,O(barrageeau MROP    

 

Ce qui donne 

0

l.
6

h
.g.

0

0

0
2

h
.l.g.

z

y

0
3

e

2

e

P

P 



   d’où : l.
6

h
.g.

2

h
.l.g..z

3

e

2

eP  
3

h
zP   et 0yP   
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Ce qui donne : 
























0M

x
2

h
.l.g.R

)barrageeau,P(

2

ebarrageeau

P

 

Il s’agit bien d’un glisseur en P (moment nul) dont la résultante (qui est un invariant du torseur) est celle 

calculée en Q4.          

 

 

Q7 : Sur le schéma,  En rouge, le modèle 

local, les forces de pression élémentaires 

En Bleu, le modèle global, la force totale de 

pression de l’’eau sur le barrage. 

 

 

 

 

 

 

Q8 : On utilise la figure ci-dessus. Barrage vu dans la direction y 

La masse volumique est constante (béton homogène) donc le poids est le volume* masse volumique avec le 

volume V qui est celui d’un cylindre (longueur l) à section trapézoïdale (surface : (ah+(1/2)(b-a)h) )  

 

Poids  = B.g.V = B.g.l.(ah+(1/2)(b-a)h) = 562.10
9
 N (attention B = 2560 kg/m

3
) 

 

Q9 : On modélise les actions de pesanteur sur le barrage sous la forme d’un glisseur au centre de gravité 

cherché G : 

























0M

z
2

ab
.h.l.g.R

)barragepes,G(

Bbarragepes

G

 La résultante est le poids précédemment calculé. 

 

Position de G : par symétrie G(xG,0,zG) G est dans le plan de symétrie du barrage (xOz) 

 

méthode barycentrique (puisque la section (figure ci-dessus) est l’association d’un rectangle ( longueur h, 

largeur a) et d’un triangle rectangle (hauteur h, base (b-a)) :    

décomposition du trapèze : solide1 : rectangle   et   solide2 : triangle.  

 

 Formule du barycentre : (𝑚1 + 𝑚2)𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑚1𝑂𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑚2𝑂𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

 

En notant  la masse surfacique (masse d’une tranche de 1m) du barrage  

Avec  : G1 (7.5,0,142.5) et m1 = 15*285*  et G2 (75,0,95) et m2 = 180*285**0.5  

 

D’où G (65.3,0,101.8)  résultat Ok puisque le centre de gravité est du côté où il y a le plus de matière 

  

 

 

Q10 : Même si le cours ne présente le théorème de la résultante statique (TRS) qu’au chapitre 3, la deuxième 

loi de Newton (∑ 𝐹⃗ = 𝑚. 𝑎⃗ = 0⃗⃗) est connue. On fait un bilan des forces extérieures qui s’appliquent sur le 

barrage qui est au repos (accélération 𝑎⃗ nulle). 

P 
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S’exercent sur le barrage :  

 l’action de l’eau : 𝑅𝑒𝑎𝑢→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 l’action de la pesanteur : 𝑅𝑝𝑒𝑠→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 l’action du sol avec frottement : 𝑅𝑠𝑜𝑙→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑁𝑠𝑜𝑙→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑇𝑠𝑜𝑙→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 on modélise par un glisseur dont ne connait pas le point d’application (noté C, centre de poussée qui est un point 

de l’axe central (cours OdM)). Cette force se décompose en une force normale (suivant z) et une force 

tangentielle, qui appartient au plan tangent (xOy) et  qui s’oppose à la vitesse de glissement donc suivant x. Si le 

barrage glisse il translate suivant x
+
. 

 

Graphiquement :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On applique (∑ 𝐹⃗ = 0⃗⃗) en procédant par direction ce qui revient à projeter suivant 𝑥⃗ puis suivant 𝑧 :  

barrageeaubarragesol RT     et barragepesbarragesol RN    

 Si le barrage glisse f.NT barragesolbarragesol    (loi de Coulomb lorsqu’on est à la limite du glissement) 

Pour que le barrage ne glisse pas il faut un coeff de frottement mini de 
‖Tsol→barrage⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖

‖Nsol→barrage⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖
= 0.53 

 

Graphiquement en respectant à peu près les ordres de grandeur des forces, lorsqu’on est à l’équilibre limite 

(début de glissement du barrage) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q11 : On peut implanter le barrage sur des sols de type : GW,GP, SW, Roche et cailloux. 

 

 

  

P 
𝑅𝑒𝑎𝑢→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  G 

𝑅𝑝𝑒𝑠→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑇𝑠𝑜𝑙→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

C 

𝑁𝑠𝑜𝑙→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

A l’équilibre limite Déséquilibre si coeff de frottement trop faible :  

Tsolbarrage < N solbarrage . f 

P 

𝑅𝑒𝑎𝑢→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

G 

𝑅𝑝𝑒𝑠→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑇𝑠𝑜𝑙→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

C 

𝑁𝑠𝑜𝑙→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

P 

𝑅𝑒𝑎𝑢→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

G 

𝑅𝑝𝑒𝑠→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑇𝑠𝑜𝑙→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

C 

𝑁𝑠𝑜𝑙→𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑔𝑒
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

Normes égales 

Normes égales 

Normes pas  égales 

Normes égales 
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Exercice 4 : effet Magnus  

 

L’étude menée ici n’est pas un problème d’action hydrostatique dans le sens ou l’air qui génère des actions 

mécaniques sur chacun des mâts cylindriques du navire est en mouvement. En se plaçant dans un écoulement 

laminaire (voir cours méca des fluides en physique) on retrouve les hypothèses d’une étude statique. On ne tient 

toujours pas compte des frottements de l’air sur la surface cylindrique de chaque mât. La pression normale 

(expression fournie dans l’énoncé et obtenue après expérimentation) n’est pas constante. Sur une section 

(altitude z fixée) elle dépend de la position angulaire (paramétrée par l’angle  ici) du point M considéré. 

 

 
Q1- Modélisation locale : 

 

Force élémentaire ou « petite force » :


     

  
  

   

2

0

0

1
( ). ² 1 2sin

2
( )

R
p M dS V dS n

V
dF M

 

 Le  de l’énoncé correspond au  habituellement 

utilisé (figure ci-contre). 

 Le rayon R des mâts du navire est le rayon r de la 

figure ci-contre. 

 𝑛⃗⃗(𝑀) est la normale orientée vers l’extérieur du 

solide isolé (le mât). 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ sur la figure ci-contre. 

 L’élément de surface dS = r.d.dz de la figure ci-

contre devient dS = R.d.dz avec 𝛼 ∈ [0; 2𝜋], 

𝑧 ∈ [0; 𝐿] pour décrire l’ensemble de la surface de 

contact air/mât 

 

 

Moment élémentaire ou « petit moment » :  

 

( ) 0Odm OM dF M    puisque les deux vecteurs sont portés par 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑛⃗⃗(𝑀)  

 

 

 

 Modélisation globale : par intégration sur la surface cylindrique extérieur d’un mât, on obtient : 

 



    

  
   

   
 

2

0

0

2

( )

0 0

1
² 1 2sin

2
2

L

vent navire
R

V R d dz n
V

F   et  ( ) 0vent navireOm    

Il y a 2 mâts 

 

On ne peut pas intégrer tout de suite : la normale 𝑛⃗⃗(𝑀) = 𝑛⃗⃗  dépend de l’angle . Il faut donc projeter sur la 

base (𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧) pour faire apparaître cette dépendance et ensuite intégrer. 

On a : 𝑛⃗⃗(𝑀) = 𝑛⃗⃗ = 𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑥⃗ + 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑦⃗  

 

 

2 3

0 0

0 0

22

0 0 0

1
² 1 2sin .cos ² sin 2sin

6
. 0

L
R R

V R d dz V RL
V V

F x


 

         
      

          
         

   

Notations habituelles coordonnées cylindro polaires 

Notations de l’énoncé avec  =  
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 

2

0

0

2

0 0

² 1 2sin .sin.

L
R

V R d dz
V

F y




    
  

    
   

   

 

 
2 2 2

2

0 2
000

2

0

00

2

0

4 1 cos 2
² 1 sin 4 1 cos sin

2 2

2
²

. . . . .4

R R
V RL d

VV

R
V RL d

V

V R L





  
    


 

  

    

 

   
     

   

 



  

 

On retrouve le résultat de l’énoncé 

 

 

Q2 - Application numérique : 

 

 

2 2

0 .
40000 200.2

. . . . .4 4 .1,225 . .1 .8 28700
3600 60

. V R L NF y


      
 

Remarques : Le système de propulsion étudié présente de nombreux avantages même s’il ne s’est pas beaucoup 

développé sur les navires. Sans permettre la propulsion complète d’un navire, il est complémentaire d’une 

propulsion à hélice motorisée. Il contribue à la réduction de la consommation des bateaux à moteur puisque la 

mise en rotation à vitesse constante  des mâts consomme peu d’énergie. Ceux-ci sont montés en liaison pivot 

avec roulements à billes sur la coque du bateau. Une fois atteint le régime permanent, le maintien de la vitesse 

constante   se fait avec une dépense énergétique faible. La puissance mécanique s’écrit C. avec le C le 

couple fourni aux mâts pour les faire tourner qui est très faible puisqu’il n’y a que très peu de frottement et de 

résistance à vaincre. 

Les inconvénients sont malheureusement assez importants. La force propulsive dépend de la vitesse du vent V0 

comme pour une embarcation à voile. Si on calcule la surface projetée (voir exo 2 ) Sprojetée = 2*2.R.L=32 m
2
. 

Cette surface non réductible (au contraire de ce qui se passe sur un bateau à voile) pose problème lors d’une 

navigation par grand vent. Enfin, le navire est contraint de naviguer perpendiculairement à la direction du vent. 

Dans le cas d’un vent de face par exemple, le système offre une résistance à l’avancement. 
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Exercice 5 : Traction/torsion  

 

On étudie ici une machine d’essai traction/torsion pour caractériser un matériau.  

 

On étudie dans un premier temps le vérin linéaire. Le principe de fonctionnement est simple. On introduit de 

l’huile (son incompressibilité permet de générer des pressions importantes) dans les 2 chambres cylindriques 

situées de part et d’autre de l’ensemble piston + tige. Les actions hydrostatiques générées permettent de « tirer » 

(ici vers le bas) la tige sur laquelle est fixée l’éprouvette de test. D’où le nom essai de traction. 

 

Q1 : Les actions élémentaires (uniquement normales à la surface de 

contact) s’exerçant sur la partie cylindrique s’annulent (dessinées en 

bleu). Pour s’en convaincre il suffit de considérer les petites forces 

(forces élémentaires) en un point M et en son symétrique M’ par 

rapport à l’axe du vérin. Normes et direction des petites forces sont 

identiques. Leur sens sont opposés. 

 

Q2 : Les actions élémentaires s’exerçant sur la partie plane du piston 

« s’ajoutent » pour générer un effort de traction (dessinées en rouge). 

Modèle de pression constante donc inutile de faire un calcul 

d’intégrale pour le passage au modèle global. On ne demande par le 

torseur complet mais juste la résultante. On ressort le résultat simple 

force = pression * surface 

La résultante de l’action de l’huile chambre 1 sur le piston vaut donc :  

 𝑅ℎ𝑢𝑖𝑙𝑒 𝑐ℎ12
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  =  −𝑃𝐻. .

(𝐷2 − 𝑑2)

4
𝑧0⃗⃗ ⃗⃗  Attention la surface de contact huile/surface 

plane du piston est un disque de diamètre D sans le centre… 
 

Q3 : On refait le même calcul pour la résultante de l’action de l’huile chambre 2 : 

 𝑅ℎ𝑢𝑖𝑙𝑒 𝑐ℎ12
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  =  𝑃𝐵 . .

(𝐷2  −  𝑑2)

4
𝑧0⃗⃗ ⃗⃗  

L’action mécanique globale due à l’action des fluides est la somme des deux résultantes précédentes :  

Fz⃗⃗⃗⃗⃗ = (PB − PH).
π

4
. (D2 − d2) z0 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 

 

Q4 : Fz = (220-1)*(/4)*(25-9) = 2752 daN = 27.5 kN  Cahier des charges OK 

 

On étudie dans un deuxième temps le vérin rotatif. Le principe 

de fonctionnement est simple. On introduit de l’huile dans les 4 

chambres situées de part et d’autre du solide 2 . Les actions 

hydrostatiques générées permettent de « tourner » (ici dans le 

sens trigo puisque P1 > P0 ) le solide 2 sur lequel est fixée 

l’éprouvette de test. D’où le nom essai de torsion.  

 

 

Q5 : Les actions élémentaires s’exerçant sur la partie cylindrique 

s’annulent ( en bleu ) pour les mêmes raisons qu’à la question 1. 

 

 

 

Chambre 1 

Chambre 2 

D 

d 

Chambre 3 
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Q6 : On s’intéresse à l’action de l’huile dans la chambre 3. Les petites 

forces (forces élémentaires en rouge) s’appliquent sur une surface plane 

rectangulaire de hauteur H et de largeur (R - r). L’ensemble de ces 

forces élémentaires génère une force résultante perpendiculaire à la 

surface. C’est un glisseur dont le point de réduction (définissant l’axe 

central et appelé aussi centre de poussée (exo 3) est le CDG de la 

surface (intersection des diagonales). La norme de cette force résultante 

vaut 𝑃1. 𝐻. (𝑅 − 𝑟) (modèle simple force = pression* surface). Inutile 

encore de faire des calculs d’intégrales ici. 

Cette force (en vert) s’applique à une distance 
𝑅+𝑟

2
 du centre de rotation 

B du solide 2. C’est le bras de lever. 

L’action qui nous intéresse générée par l’ensemble des forces élémentaires sur la face plane est donc un 

moment suivant z0 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗qui vaut (moment = force * bras de levier) :  

M⃗⃗⃗⃗(B,huile ch3→2). z0 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
𝑅 + 𝑟

2
. 𝑃1. 𝐻. (𝑅 − 𝑟) 

 

Q7 : On refait la même étude pour la deuxième chambre 

alimentée en pression P1 et les deux chambres alimentées en 

pression P0. Attention au sens des moments. 

On remarquera que la somme des résultantes sur chacune des 

faces planes s’annule. Le torseur des actions mécaniques de 

l’huile (pression P1 et P0) donc un torseur couple au global. Son 

moment est M⃗⃗⃗⃗(B,fluides→2) = 𝐶𝑣. z0 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ (représenté par un vecteur 

tournant en vert) 

 

avec  Cv = 2 ∗
𝑅+𝑟

2
. 𝑃1. 𝐻. (𝑅 − 𝑟) − 2 ∗

𝑅+𝑟

2
. 𝑃0. 𝐻. (𝑅 − 𝑟) 

 

D’où Cv = (𝑃1 − 𝑃0)𝐻. (𝑅2 − 𝑟2) 

 

Q8 : Cv = 1330.6 daN.cm = 1.33 kN.m  Cahier des charges OK 

 

Bilan : L’association en série des deux vérins, linéaire et rotatif, permet donc de solliciter l’éprouvette d’essai 

avec une force de traction et un couple de torsion. 

On remarquera qu’il n’est absolument pas nécessaire de faire des calculs d’intégrales. 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑅ℎ𝑢𝑖𝑙𝑒 𝑐ℎ3→2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝐌⃗⃗⃗⃗(𝐁,𝐟𝐥𝐮𝐢𝐝𝐞𝐬→𝟐) 
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Exercice 6 : porte de garage  

 

L’objectif est de cet exercice est d’établir l’équation faisant intervenir les efforts du système de compensation 

de poids. La porte de garage d’un poids conséquent est difficilement manœuvrable sans un système de 

compensation des actions de pesanteur (2 systèmes étudiés ici : à contrepoids et à ressort). 

C’est le premier exercice pour vous nécessitant l’emploi des torseurs d’action mécanique associés aux liaisons 

normalisées. 

 

Q1 :  

Il peut être intéressant de faire un graphe des liaisons sur lequel on ajoute les actions mécaniques extérieures 

(autres que les actions de liaisons). Les galets sont des petites roulettes forcément montées en liaisons pivot 

(supposée sans frottement) sur la porte 2. Pas de précision sur les centres de ces liaisons. Les liaisons 

galets/rainures (rails de guidage) sont précisées dans l’énoncé. 

 

 

 

 

 

Petite interprétation sur les contacts galet/rail de guidage sans frottement :  

 

En A1 et A2 : liaisons ponctuelles normale 𝑥⃗  contact ponctuelle d’un disque 

d’épaisseur faible sur un plan  l’effort est une force (donc un glisseur) suivant la 

normale en rouge 

 

 

 

 

 

 

En B1 et B2 : liaisons linéaires annulaires axe 𝑥⃗  comparable au 

contact roue/rail d’un train  l’effort est une force (donc un glisseur) 

avec 2 composantes en rouge 

 

 

 

 

 

 

Graphe des liaisons avec actions mécaniques :  
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

On ne tient compte que de la pesanteur sur la porte (masses des galets négligeables) 

A1 

𝑥⃗ 

𝑧 

𝑦⃗ 

B1 𝑧 

𝑥⃗ 

𝑦⃗ 

Porte 

2 

Galet 1 

 

Galet 2 

 

Galet 3 

 

Galet 4 

 

Sol + mur + rails 

de guidage 

1 

Ponctuelle (𝐴1, 𝑥⃗) 

 

pivot (? , 𝑧) 

 
pivot (? , 𝑧) 

 

pesanteur 

Système 

d’équilibrage 

 

Système 

d’équilibrage 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Rail
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L’application du principe Fondamental de la Statique (ou Principe Fondamental de la dynamique lorsque rien 

ne bouge ou 2
ième

 loi de Newton) nécessite de faire le Bilan des Actions Mécaniques Extérieures (sous forme 

torsorielle en SI) à un solide ou à un ensemble de solides.  

 

L’énoncé propose d’isoler la porte 2 avec ses galets. Si on isole uniquement la porte 2 sans les galets, les 

liaisons pivots galets/porte seront des actions mécaniques extérieures (5 composantes à déterminer dans les 

torseurs d’action mécaniques associés à ces liaisons pivots (puisque chaque liaison a 1 degré de liberté)). Cela 

conduirait à un problème dans lequel on retrouve 20 inconnues de liaison !!!! d’où l’isolement proposé : porte + 

galets. 

 

Faisons le bilan des actions mécaniques extérieures (BAME) sur le système isolé : porte2 + galets = E 

La frontière d’isolement en représentée en vert. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On a 7 torseurs d’action mécanique à modéliser et à exprimer dans la base 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧 : 

 

 𝑇𝑝𝑒𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒𝑢𝑟→𝐸 = {𝑅𝑝𝑒𝑠→𝐸
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝑀(𝐺,𝑝𝑒𝑠→𝐸)

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ }
𝐺

= {
0 0

−𝑃 0
0 0

}

𝐺

 c’est un glisseur en G (centre de gravité de 

la porte). Le poids en vertical descendant. On ne tient compte que du poids de 2. 

 

 𝑇𝑠𝑦𝑠𝑡 é𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎𝑔𝑒→𝐸
1 = {𝑅𝑒𝑞→𝐸

1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝑀(𝐴1,𝑒𝑞→𝐸)
1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ }

𝐴1

= {
0 0
𝐹𝑟 0
0 0

}

𝐴1

  force donc glisseur en A1 du système 

d’équilibrage (ressort ou contrepoids). 

 

 𝑇𝑠𝑦𝑠𝑡 é𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎𝑔𝑒→𝐸
2 = {𝑅𝑒𝑞→𝐸

2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝑀(𝐴2,𝑒𝑞→𝐸)
2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ }

𝐴2

= {
0 0
𝐹𝑟 0
0 0

}

𝐴2

  force donc glisseur en A2 du système 

d’équilibrage (ressort ou contrepoids). 

 

 𝑇1→𝐸
1 = {𝑅1→𝐸

1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑀(𝐴1,1→𝐸)
1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ }

𝐴1

= {
𝑋1𝐸

1 0
0 0
0 0

}

𝐴1

= {
𝑋1 0
0 0
0 0

}

𝐴1

 force donc glisseur en A1 de direction la 

normale (𝑥⃗) à cause du modèle de liaison : ponctuelle sans frottement de normale (𝐴1, 𝑥⃗). Cette force 

(𝑋1𝐸 ) est inconnue (c’est le PFS qui la déterminera). C’est une force de 1 sur E d’où son écriture 𝑋1𝐸 

 𝑇1→𝐸
2 = {𝑅1→𝐸

2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑀(𝐴2,1→𝐸)
2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ }

𝐴2

= {
𝑋1𝐸

2 0
0 0
0 0

}

𝐴2

= {
𝑋2 0
0 0
0 0

}

𝐴2

 idem. Le 2 de 𝑋1𝐸
2  n’est pas une puissance 

mais un indice pour différentier les 2 forces  𝑋1𝐸
1  𝑒𝑡 𝑋1𝐸

2 . Par souci de simplification on les rebaptise 

𝑋1 𝑒𝑡 𝑋2 . 

Porte 

2 

Galet 1 

 

Galet 2 

 

Galet 3 

 

Galet 4 

 

Sol + mur + rails 

de guidage 

1 

Ponctuelle (𝐴1, 𝑥⃗) 

 

pivot (? , 𝑧) 

 
pivot (? , 𝑧) 

 

pesanteur 

Système 

d’équilibrage 

 

Système 

d’équilibrage 
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 𝑇1→𝐸
3 = {𝑅1→𝐸

3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑀(𝐵1,1→𝐸)
3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗}

𝐵1

= {

0 0
𝑌1𝐸

3 0

𝑍1𝐸
3 0

}

𝐵1

= {
0 0
𝑌1 0
𝑍1 0

}

𝐵1

  force suivant (𝑦⃗) et (𝑧) à cause du 

modèle de liaison (voir plus haut). On simplifie si possible les notations (𝑌1 = 𝑌1𝐸
3 ). 

 𝑇1→𝐸
4 = {𝑅1→𝐸

4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑀(𝐵2,1→𝐸)
4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗}

𝐵2

= {

0 0
𝑌1𝐸

4 0

𝑍1𝐸
4 0

}

𝐵2

= {
0 0
𝑌2 0
𝑍2 0

}

𝐵1

  force suivant (𝑦⃗) et (𝑧) à cause du 

modèle de liaison. On simplifie si possible les notations (𝑌2 = 𝑌1𝐸
4 ). 

 

Bilan : 6 inconnues de liaisons (𝑋1, 𝑋2, 𝑌1, 𝑍1, 𝑌2, 𝑍2) qui sont uniquement des forces (les liaisons modélisées ne 

transmettent pas de moment puisqu’elles ont toutes les 3 degrés de liberté en rotation) mais toutes différentes. 

Le PFS (Newton) va nous indiquer comment les efforts extérieurs (P et Fr) se « distribuent » dans chaque 

liaison… 

 

 

 

Q2 : on n’a plus qu’à appliquer le Principe fondamentale de la statique sous forme torsorielle. On fait la somme 

(il faudra réduire les torseurs en un même point) et on dit que la somme des résultantes est nulle (ce qui signifie 

que l’ensemble des forces qui s’appliquent sur E ne provoque pas de mouvement de translation) et que la 

somme des moments est nulle (ce qui signifie que l’ensemble des moments qui s’appliquent sur E ne provoque 

pas de mouvement de rotation).  

 

On commence par le Théorème de la résultante statique (∑ 𝐹𝑒𝑥𝑡 à 𝐸→𝐸
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 0⃗⃗) 

𝐑⃗⃗⃗(𝐄̅𝐄) = 𝟎⃗⃗⃗   𝑅𝑝𝑒𝑠→𝐸
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑅𝑒𝑞→𝐸

1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑅𝑒𝑞→𝐸
2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑅1→𝐸

1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑅1→𝐸
2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑅1→𝐸

3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑅1→𝐸
4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗ 

 

Soit :  |
0

−𝑃
0

+ |
0
𝐹𝑟

0
+ |

0
𝐹𝑟

0
+ |

𝑋1

0
0

+ |
𝑋2

0
0

+ |
0
𝑌1

𝑍1

+ |
0
𝑌2

𝑍2

= |
0
0
0

   ce qui donne en projetant respectivement sur 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧 :  

 

𝑋1 + 𝑋2 = 0   (1) 

−𝑃 + 2𝐹𝑟 + 𝑌1 + 𝑌2 = 0 (2) 

𝑍1 + 𝑍2 = 0   (3) 

 

On ne peut pas résoudre c’est-à-dire trouver une équation entre P, Fr et . Interviennent forcément les 

inconnues de liaisons (𝑋1, 𝑋2, 𝑌1, 𝑍1, 𝑌2, 𝑍2). Il faut donc continuer à écrire le PFS en moment. 

 

Théorème du moment statique (∑ 𝑀𝑂,𝑒𝑥𝑡 à 𝐸→𝐸
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗ ). Il faut choisir un point de réduction des torseurs donc un 

point d’expression des moments. On verra que plusieurs critères permettent de faire un choix intelligent. Ici on 

choisit un point du plan de symétrie de la géométrie qui est aussi un plan de symétrie des efforts extérieurs. Le 

plan (𝐴, 𝑥⃗, 𝑦⃗ ). Le choix du point influence le système d’équations obtenu mais pas la résolution !! 

Prenons le point A. 

 

𝐌𝑨
⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(𝐄̅𝐄) = 𝟎⃗⃗⃗     

 

𝑀(𝐴,𝑝𝑒𝑠→𝐸)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀(𝐴,𝑒𝑞→𝐸)

1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀(𝐴,𝑒𝑞→𝐸)
2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀(𝐴,1→𝐸)

1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀(𝐴,1→𝐸)
2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀(𝐴,1→𝐸)

3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀(𝐴,1→𝐸)
4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗ 

Il faut utiliser Babar pour changer de point les moments de torseurs :  

𝑀(𝐺,𝑝𝑒𝑠→𝐸)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑅𝑝𝑒𝑠→𝐸

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀(𝐴1,𝑒𝑞→𝐸)
1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑅𝑒𝑞→𝐸
1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀(𝐴2,𝑒𝑞→𝐸)

2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑅𝑒𝑞→𝐸

2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀(𝐴1,1→𝐸)
1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +

𝐴𝐴1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑅1→𝐸

1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀(𝐴2,1→𝐸)
2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐴2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑅1→𝐸
2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀(𝐵1,1→𝐸)

3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐴𝐵1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑅1→𝐸

3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀(𝐵2,1→𝐸)
4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝐴𝐵2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑅1→𝐸
4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗⃗ 
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Il faut exprimer 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗  dans la base 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧 : 

 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎𝑥2⃗⃗⃗⃗⃗ +
ℎ

2
𝑦2⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼 +

ℎ

2
𝑠𝑖𝑛𝛼) 𝑥⃗ + (

ℎ

2
𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝑎𝑠𝑖𝑛𝛼)𝑦⃗  

 

 

Il faut aussi exprimer 𝐴𝐵1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐴1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴1𝐵1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

𝑏

2
𝑧 + ℎ𝑦2⃗⃗⃗⃗⃗ = ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥⃗ + ℎ𝑐𝑜𝑠𝛼𝑦⃗ +

𝑏

2
𝑧  

D’où :  

|
|
𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼 +

ℎ

2
𝑠𝑖𝑛𝛼

ℎ

2
𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝑎𝑠𝑖𝑛𝛼

0

  |
0

−𝑃
0

+ |

0
0
𝑏

2

  |
0
𝐹𝑟

0
+ |

0
0

−
𝑏

2

  |
0
𝐹𝑟

0
+ |

0
0
𝑏

2

  |
𝑋1

0
0

+ |

0
0

−
𝑏

2

  |
𝑋2

0
0

+ |

ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼
ℎ𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑏

2

  |
0
𝑌1

𝑍1

+ |

ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼
ℎ𝑐𝑜𝑠𝛼

−
𝑏

2

  |
0
𝑌2

𝑍2

= |
0
0
0

   

 

Ce qui donne en projection respectivement sur 𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧 :  

 

−
𝑏

2
. 𝐹𝑟 +

𝑏

2
. 𝐹𝑟 + 𝑍1. ℎ𝑐𝑜𝑠𝛼 −

𝑏

2
. 𝑌1 + 𝑍2. ℎ𝑐𝑜𝑠𝛼 +

𝑏

2
. 𝑌2 = 0        ℎ𝑐𝑜𝑠𝛼(𝑍1 + 𝑍2) +

𝑏

2
(𝑌2 − 𝑌1) = 0 (4) 

 
𝑏

2
𝑋1 −

𝑏

2
𝑋2 − 𝑍1. ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼 − 𝑍2. ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼 = 0                ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼(𝑍1 + 𝑍2) +

𝑏

2
(𝑋2 − 𝑋1) = 0 (5) 

 

− (𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼 +
ℎ

2
𝑠𝑖𝑛𝛼) 𝑃 + 𝑌1. ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑌2. ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼 = 0   − (𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼 +

ℎ

2
𝑠𝑖𝑛𝛼) 𝑃 + ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼(𝑌2 + 𝑌1) = 0 (6) 

 

Résolution : pour obtenir l’équation reliant P, Fr et , il faut combiner les équations (2) et (6). 

Cela donne : 

(2)  𝑌1 + 𝑌2 = 𝑃 − 2𝐹𝑟 

Dans (6) : (𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼 +
ℎ

2
𝑠𝑖𝑛𝛼) 𝑃 = ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼(𝑃 − 2𝐹𝑟) = 𝑃. ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼 − 2𝐹𝑟 . ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼    𝑃. 𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼 = ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼( 

𝑃

2
− 2𝐹𝑟) 

d’où : 𝑡𝑎𝑛𝛼 =
𝑎.𝑃

ℎ( 
𝑃

2
 −2𝐹𝑟) 

=
2𝑎.𝑃

ℎ(𝑃 −4𝐹𝑟) 
 (homogène puisque sans dimension)  

 

Bilan : on commence par le TRS, c’est vite écrit et on donne directement les équations scalaires (1, 2 et 3). 

On se rend compte que cela ne suffit pas pour répondre à la question donc on écrit le TMS en un point à choisir. 

On l’écrit vectoriellement parlant puis on donne les équations scalaires (4, 5 et 6). Après on résout. 

Remarque : ce qui est écrit en rouge n’est pas à écrire sur la copie. Il faut aller vite !!!  

 

Q3 : système d’équilibrage avec contrepoids : Fr = F/2  𝑡𝑎𝑛𝛼 =
2𝑎.𝑃

ℎ(𝑃 −2𝐹) 
 

Q4 : système d’équilibrage avec ressorts : 𝐹𝑟 = 𝐹0 − 𝑘𝐴0𝐴 

 Lorsque la porte est verticale :  = 0 et A confondu avec A0.  

 On a : 𝐹𝑟(𝛼 = 0) = 𝐹0 − 𝑘𝐴0𝐴0 = 𝐹0 

 

 Pour 0 : 𝐹𝑟(𝛼) = 𝐹0 − 𝑘𝐴0𝐴 = 𝐹0 − 𝑘(𝐴0𝐵0 − 𝐵0𝐴) 

   = 𝐹0 − 𝑘(ℎ − ℎ𝑐𝑜𝑠𝛼) 

  

 K est la raideur d’un ressort en N/m 

 

D’où : 𝑃. 𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑃

2
ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼 − ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼2𝐹𝑟 =

𝑃

2
ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼 − 2ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼𝐹0 − 2ℎ2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑘(1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼) 

 

𝑃. 𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼 = ℎ𝑠𝑖𝑛𝛼 (
𝑃

2
− 2𝐹0 − 2ℎ𝑘(1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼)) 

 

x2  x 

y2  y 

z2   z 
 
 

1 2 

A 

A0 

 

𝑦2⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑥2⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑦⃗ 

𝑥⃗ 

B 
B0 

h 

h 


