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Dérivées et fonctions de classe C;, cas pratiques.

En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer les limites suivantes :

. 3x+2_,2 . In(2—x)

e e
1) lim,_,0 = 3) lim,_,, =5

: cosx—1 . exp(cos x)—1
2) llmx_>0 ~—x 4) hmx—)% X—%

Donner 'ensemble de définition et étudier la dérivabilité de :

1) x— 3) x — x|x|

X2 —x3
4) x—

2) x — (x2—1)Arccos (x?) m%

1) Soit n € N. Calculer de deux facons la dérivée n-ieme de x — x". En déduire
2
une expression de ZZ:O ( Z ) .

2) Calculer la dérivée n-ieme de g : x — (x2 + 1) e* pourneN

3) v Pour n € N*, calculer la dérivée n-iéme de :

gt t"n(t)

1 six <0
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =14 1— (sin(“—z’c))3 sio<x<1
0 sinon

Cette fonction est-elle de classe €% sur R?

. . v1+ ix=0
Soit f la fonction définie suerarf(x)z{ ax+ljc :;§<O'

1) Déterminer (a, b) € R? de sorte que la fonction soit de classe C! sur R.

2) Est-elle alors de classe C* pour k = 27?

TD 14 : DERIVABILITE

@ Soit f : R — R une fonction dérivable.

Soit x € R tel que f(x) # 0. Démontrer que |f | est dérivable en x.
Soit x € R tel que f(x) =0.

a) Démontrer que si f'(x) = 0, alors |f| est dérivable en x.

b) Démontrer que si f’(x) # 0, alors |f| n’est pas dérivable en x.

Enoncer le théoreme démontré.

On considére f : R — R définie par

f(x)={0_1 six <0

e x six>0

1) Montrer que f est C® sur ]0,+00o [ et que, pour tout x > 0, on a f M(x) =
e"*P,(1/x) ol P, € R[X].
2) Montrer que f est C* sur R.

a Montrer que :

nl)igrnoo(sin(\/ n+1)—sin(+/n))=0.

@ Soit f la fonction définie sur R par f(1) = 0 et f(x) = Arctan
x # 1.

1) Etudier la continuité de f.

)

2) Montrer que f est dérivable sur R\{1}

3) Montrer que f’(x) admet une limite lorsque x tend vers 1. f est-elle dérivable
enl?
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Théoremes généraux

Soit n € N, montrer que la fonction :

‘ {Xn+1
X o

0 sinon

six=0

est de classe C" sur R.

Soientn €N, (a,b) € R® telsque a < b et f : [a, b] — R une fonction n fois

dérivable. Montrer que si pour tout i € [0,n—1],f®(a) = 0 et f(b) = 0 alors il
existe ¢ €]a, b] tel que f™(c) = 0.

Démontrer les inégalités suivantes :

1) Vx,y €R,|arctan(x)—arctan(y)| < |x — y]|.
2) Vx>0,x <e*—1< xe~.

1) Soit f € F([a;b],R), n fois dérivable. Montrer que si f s’annule en au moins
n+1 points distincts de [a; b], alors f’ sannule en au moins n points distincts
de [a; b]. Que peut-on en conclure sur f™?

8 5
2) Endéduire que f(x) = 57+ 57 + x*+x3 + x?+x + 1 n’a pas 8 zéros distincts.
Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction

m T
——,-[—R
L 155l

x-—>x2tanx.

% % (Théoréme de Rolle a l'infini). Soit f € C([a;+0oo[,R) dérivable sur
Ja; +oo[, et telle que f(a) = lim,_,, o, f(t). Montrer qu’il existe c €]a;+00[ tel
que f'(c)=0.

Reégle de I'Hospital (initiation) : Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions

dérivables. On suppose que :

Vx €[a,bl,g'(x)#0

1) Montrer que g(a) # g(b).
2) Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que :

fb)—f(a) _ ()
g(b)—g(a) g'(c)

On note f la fonction définie sur [1,e] par f(x) = m(iﬁ et g la fonction
2y

définie sur [0,1] par g(y) = Ty e

1) Démontrer que, pour tout y €[0,1],0 < g(y) < %
2) Etudier f et démontrer que l'intervalle [1, e] est stable par f.

3) Démontrer que, pour tous x,y € [1,e],|f (x)—f(y)| < %lx — y| (on pourra
utiliser le résultat de la premiére question).

4) On définit une suite (u,) par ug = 1 et u,,; = f (u,). Démontrer que, pour

toutn >0, |u,—e| < ez_nl. Que peut-on en déduire sur (u,)?

5) Déterminer un rang n pour lequel u,, est une approximation de e & 10~ pres.

Démontrer les inégalités suivantes :

1) Vx€]0;1],x + %3 <tan(x) < x+ %x3;

2) Vxe]R,’cos(x)+x72—1 < x)3.

Soit f : R — R une fonction dérivable.

Montrer que :
Vx >0,3¢>0,f(x)—f(—x) = x(f'(c) + f'(—¢))

% % A l'aide du théoréme des accroissements finis déterminer :

. a1 1
xlgnoo ((x +1)exT — xex)

2/



