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TD 17 : ARITHMETIQUE
1 | Les questions de cet exercice sont indépendantes. ) xty=56 ] x+ty=56 L) XAY =S
2 (Sl)'{XVy=105' 2) (S2): XAy =7 3) (8s): xVy=60"

1) Montrer de deux maniéres que 7 divise 32" — 2" pour tout n € N.

2) Déterminer les entiers n € Z tels que 10 divise n? + (n + 1)* + (n + 3)2.

3) Montrer que 11 divise 2!23 + 3121,

4) Déterminer le reste de de la division euclidienne de 2" par 3 pour tout n € N.
5) Déterminer le chiffre des unités de 77"

6) Déterminer I'ensemble des restes possibles de la division euclidienne de n?
par 2, 3, 4, 5 et 8 lorsque n parcourt N.

Calculer le PGCD de 61542 et 6514 , et déterminer une relation de Bézout
entre ces deux entiers.

Montrer que le produit k € N entiers relatifs consécutifs est divisible par k!.

Soient (a, b, c) € Z2 avec ab # 0 et d = pged(a, b). On note (E) 'équation :
ax+by =c.
1) Montrer que (E) possede une solution si et seulement si d | c.

2) On note (xg, yo) une solution de (E). Donner toutes les solutions de (E) en
fonction de xg, yg,a,b et d.

3) Application : de combien de facons peut-on obtenir 34 euros avec des piéces
de 2 euros et des billets de 5 euros?

Résoudre dans Z? les équations suivantes :

1) 42x+91y =8.
2) 13x+5y =4.

3) 24x + 20y = 36.
4) 431x—144y =7

Déterminer un critere de divisibilité par 11 d’un nombre entier en fonction
des chiffres de son écriture en base 10 .

Résoudre dans N? les systémes suivants :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Montrer que a et b sont premiers
entre eux si et seulement si a + b et a.b le sont.

@ Trouver les entiers n € Z tels que :

10 | n?2 +(n+ 1)+ (n+3)?

Montrer que la fraction ;gﬂ; est irréductible pour tout n € Z.

Soit n € N. Montrer que /n € Q si et seulement si il existe m € N tel que

n=m2.

Soient (x, y) € Z2. Montrer que :
7| xet7y & 7|x2+y?
A T'aide de congruences, montrer que pour tout entier naturel n :

1) 7|32n+1+2n+2 3) 5| 92n+1 4 g2n+1

2) 6|50 +n 4) 914"—1—3n
On souhaite résoudre le systéme (5): 4 © = oL2%]
n souhaite resoudre le systeme . x 510[17] .

1) Montrer que 25 et 17 sont premiers entre eux, et déterminer une relation de
Bézout qui les relie.

x =1[25]

2) Déterminer une solution particuliere x; de (S;) : { x =0[17] et x, de

[ x =o0[25]
(51)'{ x =1[17] "

3) En déduire une solution particuliére x, de (S).
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4) Décrire 'ensemble des solutions de (S ) a 'aide d’'une congruence.

x =3[25]
5) Alaide des questions précédentes, résoudre le systéme (S’ ) 4 x =10[17]
x =7[13]

1) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique (a,, b,,) € N? tel que (1 +
V2)'=a, + b, V2.

2) Montrer que a, et b, sont premiers entre eux.

Soit p > 3 un nombre premier. Montrer que :

24| p%—1

Soient a et b premiers entre eux. Montrer que ab et a + b sont premiers

entre eux. Soient a € Z et b € N*, on note q le quotient de la division

euclidienne de a — 1 par b. Déterminer le quotient de la division euclidienne de
ab®—1 par b"" ot n €N.

1) Soit k € N*. Montrer que si 2% + 1 est premier, alors k est une puissance de 2
.SineN, onnotan=22n+1.

2) Montrer que pour tout n = 2, le chiffre des unités de F, est 7 .

3) Montrer que si p < n alors F, =2 [Fp]. En déduire que si p # n alors F, et F,,
sont premiers entre eux.

4) Montrer que tout entier naturel n qui n’est pas une puissance de 2 posséde
un diviseur impair autre que 1 .

En déduire que si n = 1 et 2" + 1 est premier alors il existe m € N tel que
2"+ 1=F,.

5) Montrer que 2'® = 154 [641]. En déduire que Fs n’est pas premier.

% Montrer que le nombre de diviseurs positifs de n € N* est impair si et
seulement si n est un carré parfait.

Soient (x,y,z) € Z® solutions de x> + y> = 23,
Montrer que I'un des entiers x, y ou z est divisible par 3 .

% On note Div(n) 'ensemble des diviseurs positifs d’'un entier n € Z. Soient
a et b premiers entre eux et :

_ Div(a) x Div(b) — Div(ab)
' (k,1) — kl

Montrer que ¢ est une bijection.

% Montrer qu’il existe des intervalles de N de longueur aussi grande que
I'on veut qui ne contiennent aucun nombre premier.

% % Par combien de 0 se termine 1000! ? (On pourra déterminer v,(1000!).
et vs(1000!).
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