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Lusage de la calculatrice est interdit. Les raisonnements présentés devront étre soigneusement justifiés et détaillés, quelques points
seront dédiés a la présentation, Uorthographe et la propreté de votre copie. En particulier, il vous est demandé de souligner les
résultats obtenus A LA REGLE ! Il n’est pas nécessaire de répondre d Uensemble des questions pour avoir une bonne note. Si vous
ne parvenez pas d résoudre une question, vous pouvez admettre le résultat dans la suite de 'énoncé.Lisez bien tout le sujet avant

de commencer et identifiez les parties plus simples pour vous, et commencez par ces parties.

I Questions préliminaires

Probléme n° 1

1)
2)

3)

4)
5)

Cours.

Pour réussir ce calcul, il faut calculer les puissances successives de 5, jusqu’a en trouver une qui soit congru a 1 modulo

11 Ainsi :

5! =5[11]
52 =3[11]
5% =4[11]
5*=9[11]
55 =1[11].

On a donc que 52024 = (5°)*04.(5%) = 9[11].
Le reste de la division euclidienne de 52024 par 11 est donc 9.

C’est une généralisation de la relation de Chasles qu’on va prouver par récurrence :

Pour n > 2,0n pose P(n) la proposition :

" Pour tout (a,b) €R,Vf : [a,b] > R,Ya =1, <ip <...i,=b, [} f(t)dt =3¢ [ F()de”.
Au rang n = 2, cette proposition est la relation de Chasles (qui est donc vraie).

On suppose la proposition vraie au rang n, Soit [a,b] € R, f : [a,b] = R,a=1i; <iy <...i,4; = b.

b i
J. f(t)de =f of (D)dt +fgf(t)dt.

i n—1 [
f SOdE=D" [ f(nde

k=0 J i

Par la relation de Chasles, on a que :

Or, par hypothése de récurrence, on a :

En rassemblant les 2 égalités précédentes, on obtient :

b n Ikt
f f(t)dt=2f f(t)dte.
a k=0 J ix

La proposition est donc vraie au rang n+ 1.
Par le théoreme de récurrence, la proposition est donc vraie pour tout n > 2.

Cours.
a) Par composition de fonctions de classeC?, ¢ est deux fois dérivable sur ] — %, +o00[ et on a pour x €] — %, +oof :
-2
/
xX)=
v (x) 1+2x
et
4
1
X)=————.
v () (1+42x)2

La dérivée seconde de ¢ est positive donc par propriété, ¢ est convexe.
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b) Posons A = %

Par convexité de &, on a que pour tout (x,y) €] — %, +oo[ :

Ap(x)+(1=A)p(y) < p(Ax +(1—A)y).

En remplacant ¢ et A par leurs expressions, on obtient :

1 1
511 +2x)+ 2 In(1+2y) <In(1 + 2(% + %),

En appliquant la fonction exponentielle a cette inégalite (ce qu’on peut faire car 'exponentielle ets une fonction
croissante, on obtient alors I'expression voulue, a savoir :

VA+2x)A+2y)<1+x+y.
pi

6) sin est 2 fois dérivable sur [0, 5 ] de dérivée seconde —sin négative sur [0, %i .
Par propriété, la fonction sin est donc concave sur [0, %i].
La courbe de la fonction sin sur cet intervalle est donc en dessous de ses tangentes et au dessus de ses cordes.
En particulier, elle est en dessous de sa tangente en 0 (d’équation y = x) et elle est au dessus de la corde qu’elle forme
entre 0 et & (d’équation y = 2x).
On en déduit 'inéquation demandée.

7) a) Supposons d’abord que f admette un minimum local en a et considérons ¢ > a. Puisque a est un minimum local
de f, il existe b €]a, c[ tel que f(b) = f(a). Mais alors, par I'inégalité des pentes, on sait que

fO-f@ _ fF®-f@ _

c—a - b—a -

On en déduit que f(c) = f(a). Le raisonnement aurait été similaire si on avait supposé ¢ < a. On a donc bien
prouvé que a est un minimum global de f.

b) Supposons maintenant que f admette un maximum local en a et considérons b < a < c tels que pour tout
x €[b,c], f(x) < f(a). Considérons ensuite x1, x, € [b,c] avec x; < a < x,. Par 'inégalité des pentes & nouveau,

on a
0o FE)—F@  fF@—FCr)

Xz_a Cl—Xl

On en déduit que f (x;) = f (x5) = f(a), puis que f est constante sur [b,c].
Probléme n° 2

1) Les diviseurs positifs de 6 sont 1,2,3 et 6 donc o(6)=1+2+3+6=12.

(Remarque : si on ne prend pas le 6 en lui méme dans la liste des diviseurs, on tombe sur 6. 6 est ce qu'on appelle un
nombre parfait. Le prochain nombre parfait est 28.)

De méme, 7 est divisible par 1 et 7 donc o(7) =7+ 1=8.

2) Soit n > 2 un entier et D 'ensemble de ses diviseurs. on a que n et 1 sont diviseurs de n donc dans D (avec n # 1 car
n>2).Donco(n)=>2,,d>n+1.
Si I’égalité précédente est une égalité, c’est équivalent a ce qu’on ait pas d’autre diviseurs positifs de n que 1 et n+1 ce
qui est le cas si et seulement si n est premier.

3) a) On peut énumérer les diviseurs de n = pq en passant par la décomposition en facteurs premiers, ce sont :

p°¢°=1,p°¢' =q,p'q’ =p,p'q' =pg=n.
Onadonco(pq)=1+p+q+pqg=1+p)1+q)=0c(p)o(q), la derniere égalité étant obtenue en utilisant la
question précédente.

b) cette proposition est fausse. Prenons par exemplen =2etm=4.0Onaquec(2)=2+1=3,0(4)=1+2+4=7
eto(8)=1+2+4+8=16#7%3.
On a donc trouvé un contre-exemple a la proposition qui est donc fausse.

I Problémes

Probléme n° 3

Une inégalité de convexité
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Partie 1 : sommes et intégrales

1) On utilise ici la question 3 de I'exercice 1. On Pose i}, = ,—kl pour k € [0,n], on a que :

Llf(t)dr—sw—z f(”dt_%gf(%)
:;F(ik+l)_Fik)_%:z::)f (S)
n—1
:é(F(kzl)—F(g)_%f(g))

k. k+1

n’n

P98}

2) Soit k € [0, n], la fonction F est dérivable sur ]k k1 [ continue sur [ = ]. On peut donc appliquer le théoréme des

accroissements finis :
k. k+l k+1
Elcn,ke]n’ n [F( ) —f(an)
En multipliant par ; l’equatlon précédente, on obtient le résultat voulu.

3) Par les 2 questions précédentes, on a que :

! S (k+1 K\ 1.(k
J fode-s,0)| =12 F(52)-r(5)-27 (%))
0 pre n n’ \n

“13 -2 (%)

0

=

1
1% 1, (k
< 2lf (Cn,k)_Hf (;)L
k=0
La derniere inégalité est obtenue a I'aide de I'inégalité triangulaire.
4) a) La question n’était pas résolvable avec ce programme, il s’agit du théoreme de Heine.
1 1 1
b) On utilise quen>1+ |.EJ >z
k ktl| o 1
Or Vk € [[O,Tl—].]], |Cn,k_H| < |T| < o <a.
On conclut en utilisant la question a).

¢) D’aprés la question 3, on a :

1
J f()dt —S,(f) <—
0

1
<_§
nkog

<e

()= (%)

ce qui donne le résultat voulu.

d) La question précédente nous donne exactement, par la définition de la limite que lim,,_,, o, S,(f) = f 01 f(t)de.

Partie 2 : Convexité

1) Voir cours.
2) La fonction exponentielle est une fonction convexe. Par la formule de Jensen appliquée aux points (x, ..., X,_;) avec
Vke[o,n—1],x; = %., on obtient I'inégalité demandée.
3) Sif estcontinue, alors c’est également le cas de exp(f ). D’apres la partie 1 de cet exercice, on a donc que lim,,_, , o, % ! 0 €XP ( f (k
1
f()
f o ethde.
De plus, par composition de limite, on a que lim,_, o, exp (S,(f)) = exp(fo1 f(t)dt).
En passant a la limite dans I’expression de la question précédente, on obtient donc bien exp ( f 01 f (t)dt) < fol efIdr .
par passage a la limité

4) 11 suffit d’appliquer le résultat de la question précédente a la fonction t — In(f)(t) qui par hypothése sur f est bien
définie et continue sur [0, 1].
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Probléme n° 4

1) a)

b)

c)

2) a)

3) a)

4) a)

b)

)

Les entier 2 et 5 sont premiers entre eux donc on peut trouver par l’algorithme d’Euclide une relation de Bézout
entre 2 et 5, a savoir, (a,b) € Z%,2a +5b =1.

En particulier, a = —2 et b = 1 fonctionnent.

On a donc 2(2024a) + 5(2024b) = 2024, soit 2.(—4048) + 5(2024) = 2024.

On pose donc x, = —4048 et y, = 2024 qui sont bien solutions de I'équation demandée.

On raisonne par double implication : (=) Si 3k € Z,x = x,+5k,yo =y —2k,on a :
2x + 5y = 2xy + 10k + 5y, — 10k = 2x, + 5y, = 2024.

D’otu I'implication directe. () Réciproquement :
Pour (x,y)€Z? ona:

2x + 5y = 2024
=

2x+5y = 2x9+ 5y,
=

2(x —x9) =5(yo—Y)

On a donc que 2|5(y, — y) et comme 2 et 5 sont premiers entre eux, on a par le lemme de Gauss que 2|(y, — ).
Donc il existe k € Z, (y,— y) = 2k ou encore y = y, — 2k.

On a alors que 2(x — x,) = 5(2k) donc en divisant par 2 des deux cOtés, on obtient x = x; + 5k.

On a donc bien qu'il existe k € Z tel que x = x, + 5k et y = y, — 2k.

On conclut par double implication.

Pour regarder les solutions dans N2, on impose que x et y soit positifs ce qui va donner une condition sur les valeurs
de k possible dans la question précédente.

On cherche donc 'ensemble des k € Z, xy, + 5k > 0 et y, —2k > 0.

Les deux conditions donnent k > 809.6 et k < 1012 soit si on se limite aux valeurs entiéres de k : k € [810,1012].
11y a donc 1012 —810 + 1 = 203 couples (x, y) € N2, tels que 2x + 5y = 2024.

On montre aisément que 'unique couple (x, y) € N2 tel que ax + by = n est (0,0). Donc D, = 1.

Si a® ne divise pas n, il n’y a pas de solutions donc D, = 0. En effet, si ax + by = n, (x, y)N?,a®|a, a’|bdonca®|ax +
by = n, ce qui est faux par hypothése.

Par le théoréme de Bézout, il existe des coefficients (x;,y;) € Z2 tels que ax; + by; = 1. En posant x, = nx, et
Yo = ny; on a bien que ax, + by, = n.

Par le méme raisonnement qu’en 1b), 'ensemble des (x, y) solution de I'équation sont les x = x, + bk, y = y,—ak
avec k € Z.

Méme raisonnement qu’en question 1c) x > 0 et y > 0 imposent des conditions sur k qui sont celles demandées
dans I'énoncé.

Etre un entier k vérifiant —2 < k < %0 est équivalent a avoir k € [[[— [x—b"J.

On a donc D, = |[[—2], [XOJI =2 |+|2]+1

Dans cet exercice, on pose donc a = 2, b = 5 et n = 1777 et on nous demande D,. Un couple (x,, y,) vérifiant
axy + 5y, = n est le couple (x4, y;) = (—3554,1777). On a donc D, = [%] + [@] +1=178.

Probléeme n° 5

1) a)

On raisonne par récurrence sur n.
Au rang 0, la propriété s’écrit :
"12—-0.1 = (=1)°", ce qui est vrai.
On suppose la propriété vraie au rang n, on a alors :
2 _ 2
un+2° —upUp 3 =un+2°— un+1(un+1 + un+2)
— 2_ .2
=un+2°—u; ; —Upolni
Hypothése de récurrenceun + 2% — (t, 1o + (—1)") — Upyoliniq
=un+2%—un+2(u, + u,) + (—=1)"*!
=un+2%—un+ 22+ (—1)"*
— (_1)n+1
La proposition est donc vrai au rang n + 1.
Par théoréme de récurrence, la proposition est donc vérifiée.
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b) La proposition précédente nous montre que pour soit n € N, il existe (a,, b,)) € Z,u,,,a, +u,b, = 1 avec a, =
(—D"un+1 et b, = (—1)"u,,,.
u, et u,,, vérifient donc une relation de Bézout, donc ils sont premiers entre eux.

2) a) On raisonne par récurrence double sur p.
Aurangp=0etp=1,ona:

n

u, =u,_,.0+u,.1"etu,,; =un—1.14+u,.1 qui sont vraies, la premiere trivialement, et la deuxiéme par définition
récursive de la suite de Fibonacci.

On suppose la propriété vraie aurang petp+1,ona:

Untp+2 = Unipt+1 + Untp
= un—lup+1 + unup+2 + Up_1 up + unup+1
= un—l(up+l + up) + un(up+2 + up+1)

=Up_qUpyp FUuup+3

La proposition est donc vraie au rang p + 2.
Par théoréme de récurrence double, la proposition est vérifiée.

b) Soit (n, p) € N, on va montrer I'égalité demandé par "double divisibilité" : Soit d; = u,, A Upip €Cdy = Uy AUp.
D’apres I'équation précédente d,; divise u, et u,,, donc il divise un —1u,. Or u, et u,_, sont premiers entre eux
d’apres la question 1b) donc d, |u,. Comme il divise également u, il divise d,.

Réciproquement d, divise u,, et u, donc il divise u,_qu, +u,u, 1 = t,,,. Comme il divise également u,, il divise d,.
On a donc bien d; = d,.
¢) Il s’agit de faire une récurrence en utilisant la question précédente.
3) A faire.
4) a) i) On calcule les 9 premier termes de la suite et ug = 21 est le premier terme divisible par 7.

ii) Soit n €N, d’apres la question 3, ug, = Up4.4(3,n)- Comme 7 divise déja ug, on a alors :

7lu, & 7|ug,

= 7|upgcd(8,n).

Ce qui montre le résultat escompté.
iii) Soit n € N,on raisonne par double implication :
(<) Si n est un multiple de 8, pged(n,8) = 8 donc 7|u donc d’aprés la question précédente, 7|u,,.
p pg pgcd(8,n) p q p n
(=) Le pged de n et 8 est compris entre 1 et 8. Si il est strictement inférieur & 8, alors u,,.4(5n) € {Uy, - Uz}
donc d’apres la question 4i), 7|up,c4(s,n)> €€ qui est absurde par hypothése. Donc pged (8,n) = 8. Donc 8|n.

b) Le premier terme divisible par 4 est ugs. Par le méme raisonnement que dans les question précédentes, 4|u,, si et
seulement si 6|n.

¢) Soit n €N, 4 et 7 étant premiers entre eux, on a que 28|u,, & (4|u,) et (7|u,.)
En utilisant les question précédentes, on a donc que
28|u,, < 6|n et 8|n
< 6A8|n
< 24 An.

Les termes u,, divisibles par 28 sont donc ceux pour lesquels n|24.
Probleme n° 6

Introduction a la fonction zéta de Riemann

Partie 1 : Convergence de la suite (Zzzl kip)n>1

1) Par décroissance de f : x —> - ona: Vx € [k,k+1],f(k+1) < f(x) < f(k) d’ou, par positivité de l'intégrale,

XP
k+1 k+1 k+1 R . k+1
fk+ f(k+1)dx<kar f(x)dx<fk+ f(k)dx ce qui s’écrit encore VkEN,m<fk+ xipdx<klp

2) En sommant les inégalités précédentes pour k € [1,n — 1] et appliquant la relation de Chasles, ZZ; m < 1n i—ﬁ <
Z;i kip Par changement d’indice k := k — 1 dans la premiére somme, on tire : S,,(p) —1 < fln ‘i—’,f < S,.1(p).

A
3) e Sip=2, alors f 1A dx — [xl—p]l, qui a pour limite z% lorsque A tend vers l'infini :

xP 1-p
57
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e sip =1, alors fl 5= lnx] a pour limite +00 en +00.
On conclut que fl t—Pdt a une limite finie lorsque x tend vers + 00 si et seulement si p = 2

4) Pour p fixé, la suite (S,(p)),en €St clairement croissante. Or, d’apres la question 2,
e Sip=2alorsVn=1,S,(p) <1+ fl F S1+ p+1 donc la suite (S,(p)),en-€St majorée;
e Sip=1,alors Yn=>1,S,(p) = flnﬂ de donc lim,,_,, o, S,(p) = +00.

Conclusion : la suite (S,(p)),en- cOnverge ssi p = 2.
On note alors {(p) = lim,_,; o S,(p)-

Partie 2 : Calcul de {(2)

1) Préliminaires

a) Pour la premieére question, il faut faire la récurrence en utilisant le fait que le degré d’un produit de polynéme est
la somme des degré des polyndémes et que de méme le coefficient directeur d’'un produit de polyndéme est le produit
des coefficient directeurs de ces polynémes.

b) La fonction cotan est bien définit et dérivable sur ]0, ©[ comme le quotient de fonctions dérivables dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas sur ]0, 7t[.

De plus sa dérivée x — ﬁ est strictement négative sur l'intervalle considéré donc cotan est strictement décroissante

sur cette intervalle donc injective.
¢) Soit x €]0, [ :
cotan(mw —x) = M
sin(7t — x)
_ —cos(x)
~ sin(x)
= —cotan(x).

2) a) Les termes de degré 2n + 1 de P, s'annulent. En regroupant les termes de degré 2n de P,, on obtient (2n + 1)X2".
Ainsi le degré de P, vaut 2n

b) En utilisant la formule du binéme, on obtient : P, ( ingl (i* — (=)F) (> )x 2““_") Or dans cette somme, les

termes pour k pair sont nuls : il ne reste que les termes avec k impair. On a alors :

2n+1
P, = 1)P X 2n~2p
->ev(Gi)

c) II suffit de reprendre la premiére expression de P, évaluée en i et en —i :

P (D) = -2 £0
() = (=20 %0

. . , . . . 2n+1
d) Soit z € C\{i}. z est un zéro de P, sssi (z +i)*"*! = (z —i)***! ssi (£2) "

carg+1i7#z—1i.Ainsi:

=1.0r? 7'+’ ne peut pas étre égal a 1

km
] 21k cos (52
P(2) =0 Fke[1,2n] |2 — exp( 25T ) = Tk e [1,2n] |2 = (st '
! z—1 P 2n+1
Sln(2n+l)

Or la fonction cotan est injective sur ]0, [ et lorsque k décrit [1,2n], 2n$1 reste dans ]0, t[. Ainsi les racines

précédentes sont au nombre de 2n. Comme P, est de degré 2n, on a trouvé toutes ses racines et elles sont simples.
Ainsi les zéros de P, sont les cotan (2n+1) pour k € [[1,2n].

e) Ala question précédente, on a trouvé 2n racines du polynéme de degré 2n P, donc on connait le coefficient dominant
2n + 1. On peut donc factoriser P, de la maniere suivante :

2n
km
P,=(2n+1) (X —cotan( ))
g 2n+1

6/7
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H

g)

h)

3) @

(b)

@]

On va utiliser 'expression précédente en regroupant certains des facteurs grice a la formule cotan(m — x) =

—cotan(x) :
P,=(2n+ 1)11!(X —cotan(zfz 1 )) (X —cotan(W))

: krm
Dot P, = (2n+1)1_[(X2—cotan2( )) (Ry)
P 2n+1

Le coefficient en X2"2 dans la relation (R;) est —(2"; 1) = —w. Le coefficient en X2"2 dans la relation

(Ry) est —(2n + 1) >;_, cotan? (522).

kn ) _ n(2n—-1)
2n+1) — 3

Par unicité de ce coefficient, ona : ,,_, cotan? (

1 cos?(x) n 1 _ n 2( kn . n 1 _
o = 1 s Ainsi: >, ) n+Y,_, cotan (_2n+1) e D, ) =

2n+1

Pour tout x €]0,5 [, ona:

2n(n+1)
3

Soit x € [0, Z[.Ona:Vte[0,x]cos(t) ST<1+ tan?(t) Ainsi, en intégrant entre O et x, on obtient : sin(x) <
x < tan(x)

. 2
Si k E [1,n], onla 2;;21.6 [ 5[ et donc sin (2n+1) (2n+1) < tan (2n+1) Comme ces termes sont strictement
positifs, on en déduit 1’1negahte des inverses :

km 1 1
Vke[[l,n]},cotanz(2 1)< o ST
n+ (ﬁ) sin (2n+1)
En sommant ces inégalités, on en déduit :

n

kn 2n+1)* <

2 s i

E cotan (2n+1)< 2 kg @S E 2( , C'est-a-dire :
=1

k=1 -3 sin 2n+1

2

_ 2 n
n(2n 1)>< v <z:ian(n+1)>< T
3 (2n+1)2 — k2 3 (2n+1)2

2

La somme est encadrée par deux suites convergeant vers ¢, donc par convergence par encadrement, la suite

(Su(2))pen- converge vers {(2) = =
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