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Fabien Bessire

Q = Exercice thématique, % = Niveau de difficulté, K=R ou C

Sommes simples

Q Soit n € N*.Ecrire ces sommes sous forme classique puis calculer les :

1) A,=1%x24+2x3+:--+nx(n+1)
2) B,=1xn+2x(n—1)+---+nx1.

3) C,=12+32+--.+(2n+1)?

_ 1 1 1
4) D=1 tsat tomm

Q Pour tout n € N, calculer la somme S, des n premiers entiers impairs.

Montrer que la suite de terme général :

n
=2
k=1

ou n € N* est strictement croissante.

Q¥ Calculer les sommes suivantes :

1) Zz;éqkoﬁnZBetqu

2) 1.2 (2a%*! +2) ot a €K
3) Yy gy OUn €N

4) Y 1— g ouneN.

5) Y o kxklouneN.

6) ZZ=1k(k+1) oun € N*

7) - k(n+1—k)oluneN*
8) D kg ougeKetneN

1
n+k

9) > 23" *ouneN
10) S = > _,(—1)¥k? ott n € N*. On
pourra calculer S+ >, _ k*.

11) >_,(—1)¥k ot n € N*.
12) > _ k2*ouneN.
13) >, _,cos? (%) ol n € N*. On

pourra effectuer un renversement
de la somme.

n 1 N
14) >, e /r CuneN.

TD 1 : SOMMES ET PRODUITS

O% Pour a € N et n €N, on note S,(n) = 22:1 ke.
1) En considérant »;_, (k+1)*—>;_, k? démontrer que S;(n) = @

2) Utiliser la méme méthode pour déterminer S,(n) puis S3(n) pour tout n € N.

@ O Soit k € N*, on pose uj = m

1) Déterminer (a, b, c) € R® tels que :

c

VkEN*, uk= k+2

T
k+1

~lQ

2) En déduire la valeur de > _, u; ol n € N*.

% Soit n € N. Montrer que 3 divise 2" + 1 si et seulement si n est impair.

Sommes doubles

a O¥ Soit n € N. Calculer les sommes doubles suivantes.

D Dicijent
2) Xi<icjznt
3) icicjen(i+ )
4) lei,an(i+j)2

@ Soient (n, m) € (N*)?, calculer S = Zg;‘l) Zik=o ( Z )kl’.

Soit (ai,j)(i )enz une suite double de nombres réels. Soit n et m deux entiers natu-

5) lei<anij

6) lei,anli_ﬂ
l

7) Z?:l ZZ:HI k

8) 21<i,j<n max(i, j)

rels. Intervertir les sommes doubles suivantes :

e
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n n n m \
1) 5, = Zi=o Zj:l. a;; 3) S3 = Zi:O Zj:l. a; ; ot on a sup-
o n—i . posé n < m.
2) Sy =250 Q=0 %,

Calculer

e . , . .
> <ij<nlj€n I'exprimant sous la forme d’un produit de sommes simples.

Produits et factoriels

Q Soit n € N. Exprimer a I'aide de nombres factoriels les produits suivants :

1) 2x4x6x---x(2n) 3) 2212%1
2) 1x3x5x---x(2n+1).

Q Simplifier les expressions suivantes :

(2n+3)! | (n+1)! [
D G 3) i T e
(n—1)! [ (2n)!
2) - (nil)! > 4) Sar-
% Calculer les produits suivants :
1 1
D [T (-5 3) [Ty (1+ 7).

2) [Tie,q¢ avecqgek

Ok k

1) Pour tout n € N, exprimer [ [;¢,<,(n+k) alaide de n! et (2n)!.

2) Montrer par récurrence que : Vn € N, [ [;<,<,(4k—2) =] [;<k<,(n + k). En
déduire [ [;<;<,(4k —2).

3) Retrouver cette expression par un calcul direct.

% % Soit a € K. Pour n € N, on pose

n
P.=[](1+a*).
k=0
1) Calculer P, lorsque a = 1.
2) On suppose a # 1.Montrer que pour tout n €N, (1 —a)P, = (1— a2 ).

3) En déduire la valeur de P,.

* % % Soit n € N¥, caleuler P, =[[,_;;, 1)

% Soit n € N, calculer :

1
Sp=2, (n—K)!(k+1)!

k=0

n

Coefficients binomiaux

] 0

1) Développer (x +1)°, (x —1)°.

2) Calculer Z;ZO( Z )ZP =3"

2n

. . 2
3) Démontrer que, pour tout entiern,ona p.,., ( k

Pour n € N*, calculer la somme double :

% % Soit n € N.

1) Pour tout x € K, calculer (1 + x)?" de deux maniéres.

2
2) En déduire la valeur de > _, ( Z ) .

)(—1)’<2’<—1 =0.
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Q Pour n € N*, on pose : A, = Zogkgn( rkl ) et B, = Y. o<k<n

k pair k impair
Calculer A, + B,, et A, — B,,. En déduire la valeur des sommes A,, et B,,.

% % Soient n, p des entiers naturels avec n > p. Démontrer que

2(5)-()

k=p

Ok k

1) Soient n,p et q des entiers naturels, en utilisant la formule d’additivité et un

télescopage, calculer la somme

Zq: n+k
k

k=p+1

2) Endéduire ), ]_[?:1(1. +7)-

()




