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Lusage de la calculatrice est interdit. Les raisonnements présentés devront étre soigneusement justifiés et détaillés, quelques points
seront dédiés a la présentation, Uorthographe et la propreté de votre copie. En particulier, il est IMPERATIF de souligner les
résultats obtenus. Il n'est pas nécessaire de répondre a U'ensemble des questions pour avoir une bonne note. Si vous ne parvenez
pas a résoudre une question, vous pouvez admettre le résultat dans la suite de I'énoncé.Lisez bien tout le sujet avant de commencer
et identifiez les parties plus simples pour vous, et commencez par ces parties.

I Questions préliminaires

Dans ce devoir, j'indique par une % les questions plus longues ou plus difficiles que la moyenne mais qui seront également
plus valorisées en terme de notation.

Exercice n° 1

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)

Exercice n°2

1)

2)

3) a)
b)
o)

Exercice n°3

1) Ona P,(0) =1 (on ne fait que des produits de 1), P,(—n) = 0, car alors

—n
1+—=0
n

et donc on a un terme nul dans le produit. Enfin,

n

k+1 2x3x---x(n+1)
p,(1)= = =n+1
A1) g k 1X2%x---%Xn "
Ona
n
x+k
P =] [
k=1
2) _ (x+1D)(x+2)...(x+n)
N 1Xx2x---Xn
_x+nx(x—1+1)(x—1+2)...(x—1+n)
T x 1x2x---xXn
:x+npn(x_1)
x
Ona
3) S k+p (p+1)...(p+n) (n+p) (n+p)
P = = = =
n(P) g k n! nlp! p

1f7
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Exercice n°4

1)
2)
3)

I Problémes

Probléme n° 1

1)
2)
3)
4)

5)

6)
7)

Introduction a la série harmonique

On calcule u,; —u, = ZZQ % - ZZ=1 % = % > 0. On conclut donc La suite (u,) est croissante.
Ona
2n n
1 1
Ugp — Uy = Z 7 7
ok gk
_ 3!
k=n+1 k
On remarque de plus que
1 1
Vke[n+1,2n], —-=—
[ J k™ 2n
11 en résulte que
2n 2n
1 1 1 1
N I
k=n+1 k=n+1 2n 2n 2
Il en résulte que
” 1
VneN*, uy,,—u,=> 2

Supposons que (u,) converge vers une limite finie £, on a donc u,, - { et uy, - { puis par opérations ur les
n—+0o n—+0oo

limites, u,, —u, - 0. On obtient donc une contradiction avec I'inégalité de la question précédente. On conclut
n—+0oo

u, — +00
n—+0o

1(2n+1

Onawn: n(n+ )6( n+1)
En regroupant, tout au méme dénominateur, on obtient

a+ b N c _(2a+2b+c)n2+(3a+b+c)n+a

n n+l 2n+1 n(n+1)(2n+1)
Pour que

1 a b c
VYn € N¥,

=—+ +
n(n+1)2n+1) n n+1 2n+1
il suffit donc que (2a +2b+c¢)=0,(3a+ b+c)=0et a =1, on résout et on trouve a = b = 1 et c = —4. On conclut

que

1 1 1 4

eEN, —————=-+ - .
vn n(n+1)(2n+1) n n+1 2n+1
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8) Premiere méthode, par récurrence, un peu lourd, mais cela marche. Seconde méthode :
1 Z 1 =1 =1
S DI S
— 2k+1 — 2k+1 — 2k — 2k
(tous les termes de la forme % pour k comprise entre 2 et 2n+1.)
B 2n+1 1 B 1 i 1
k=2 k2 k=1 k
&1 1 Z”: 1.1
— k 2k=1k 2n+1
1
Uy, u, +
2 2n+1
On conclut
-1 1
Vn e N* a—=u,—1+
k; 2k+1 2 2" 2n+1
9) En utilisant la question 6 , on a
S, = S 6
" S k(k+1)(2k +1)
Utilisant les question 6 et 7 , on en déduit
4
S,=6 +——
Z k k +1 2k+1
1
=6 +6
Z Z el Z T
1 1 1 1
=6u,+6 -—1+ —24{uy,— zu,— 1+
(; k 1) ( o2 2n+ 1)
6 1
=—24uy, +24u, + 18+ —— +
n+1 2n+1
On conclut 6 )
S, =—24u,, +24u, + 184+ —— +
n+1 2n+1
Probléme n° 2
Autour des coefficients binomiaux
Partie O : Rappel du cours
1)
2) Partie I : Calcul d’une somme
3) On utilise un raisonnement par récurrence. * On a :
d 02(0 + 1)
DP=0=0 et ——— =0
k=0 4
_ (n+1)%(n+2)?

7 7 . . 2 2 1
donc I'égalité est vraie pour n = 0. * Soit n € N. Supposons que Y., _  k* = #. Montrons que Y- k°

Ona:

4
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n+1 n
Z K= Z k3 +(n+1)® (relation de Chasles)
k=0 k=0
2 2
= @ +(n+1)® (hypothése de récurrence)
_n*(n+ 12 +4(n+1)x (n+1)?
B 4
(n+1)? (n2 +4n+ 4)
- 4
_ (n+1)*(n+2)
- 4

L'égalité est donc vraie au rang n+ 1.
4) a) SoientkeNetfe[0,k—1].Ona (puisque 0<{+1<k<k+1):

(k+1)_(k)= (k+1) k! Lkt
(+1 (+1) (+D(k—0)! (E+DW(k—€—1)" k—¢
_ (k+ k! — (k— k!

U+ D(k—0)

(L4 D!

C+D(k—0)
k!

0k —10)!

-()

Par ailleurs, 'égalité est évidente si £ = k ; en effet, (kil) = 0 donc les deux nombres mis en jeu dans 1’égalité sont

égaux a 1 . Finalement :
k k+1 k
k k = -
vkeN,vE< [0k (e) (e+1) (e+1)

b) Soient £,n € N tels que £ < n. D’apres la question précédente, on a :
200205
—\{ =L\l +1 +1 L+1 +1
car la somme est télescopique. Or (zﬁ1) =0carf{+1>/{donc:

>()=(7)

k=t

Soient £,n € N tels que £ < n. D’apres la question précédente, on a :
20260
—\4 —LI\l+1 L+1 L+1 L+1

car la somme est télescopique. Or (Zf—l) =0car{+1>/{donc:

2(0)-(7)

—\4 L+1

¢) Pour tout entier k supérieur ou égala3 ,ona:

(k)_ kKU k(k—1)(k—2)
3) 31(k—3) 6

et cette égalité reste vraie si k € {0,1,2} car, dans ce cas, on a (’;) = 0 (le membre de droite ci-dessus étant
également nul). Ainsi :

VkeN, (';)zk, (’;)2@ ot (l;)zk(k—lé(k—Z)
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d) Soienta,b,c,k€N.Ona:

b(F) 4o} 2 Rz VK =2) | RG=D)
a(l;) b(z) (1;) k(k 16)(k 2) k(k2 1)

a(k®—3k>+2k) b(k*—k)
6 T

ck
b b
:2k3+(——2)k2+(9——+c)k
6 2 2 3 2

('1‘) = k3 soit vraie, il suffit que a, b et ¢ soient tels que :

Ainsi, pour que I'égalité a(’;) + b(g) +c

0 ie. b=a

0 c

I o

wia || Oy

s || A

Finalement :

ren v=0)s()-()

e) Soit n € N. En sommant les égalités obtenues a la question précédente, il vient :

ESACHIEBROIEDANTDANDIY

k=0

=s3(5) 2 (3)+ ()
k=3 1
1 1
:6(n+ )+6(n+ )+ + )
4 3 2

d’apres la formule du triangle de Pascal généralisée (question 2.(b)). En explicitant les coefficients binomiaux, on
obtient :

‘ ) TTM: i

zn:k3=6>< (n+1n(n—1)(n—2) +6x (n+n(n—1) n(n+1)

24 6 * 2

—1)(n—2 —1)+2

ey D=2 =D +
4

n®+n
=n(n+1
n(n+1) 2
_ n*(n+1)?
4

Ainsi : on retrouve bien ’égalité (*)

Partie II : Formule d’inversion de Pascal

1) Soientn,k,f eNtelsque{ <k<n.Ona:

n\(k _ n! « k! _ n!
(k)(ﬁ) o kl(n—k) T 0(k—0)  (n—k)0i(k—20)!

_ n! “ (n—0)
S 0(n—=0)! " (k—OW((n—0)—(k—0))!

-G
VnkleN, (<k<n—> (DG) = (Z)(Z:ﬁ)

< n. D’apres la question précédente, on a :

Ainsi : O

2) Soient n,f € N tels que ¢
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=3 (620

=
L
~
=
-
o~
N———
T
—_
N/
<.
—_
=
L
d

-
Il
o
(-

Ainsi :
S 0 sif<n
¢ 1 sif=n
3) Soit n € N. D’apreés les propriétés sur les sommes triangulaires, on a :
k

S ()=S0 ()35 (o= 33 ()

=0 k=0 (=0

= 2 ()

o<si(<k<n
n n k
=1y Z(—l)“(Z)( e)
=0 k=¢
=D (-1)"™a,S,,
{=0

En utilisant maintenant la question précédente, il vient :

n n—1
n
S0 (b= 21 Sy D S =a,
k=0 (=0 ~ v

=0 =1

=0
Ainsi :
& n
VneN, aq,= (—1)”+k(k) by
k=0
4) Application.
a) On utilise une récurrence simple. * On sait que x, = 1 donc :

0

1 Py

k=0

L'égalité est donc vraie pour n = 0. *» Soit n € N. On suppose que n! = ZZ:O (Z)xk. Montrons que (n+ 1)! =

()X Ona:
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(n+1)!'=(+1)xn!

=(n+1) Z (Z)xk (hypothese de récurrence)
k=0

n

=S+ D(k)xk

k=0
- (Z N 1)(k +1)x;  (formule du pion)

=0 +1

" n+1 k+1 . ] o .

B Z k+1 (xkﬂ —(-1 ) (relation de récurrence vérifiée par la suite)

k=0

& n+1
= Z ( ¢ ) (x[ —(=1)* ) (changement d’indice £ = k + 1)

=1

ntl n+1

n+1 n+1

B ( ( )xﬁ‘Z( ) )(—1)‘

=1 =1

D’apreés la formule du binéme de Newton, on a :

n+1 n+1

Z (n ¢ 1)(_1)4 = Z (n ¢ 1)(_1)e —1=0"'—-1=—-1 (carn+1>0)
=Nt =
donc :
n+1 n+l
1 1
(n+1)! :Z(n‘é‘ )Xe"‘l:Z(n; )Xe
(=1 =0

car (”gl)xo = 1. Légalité est donc vraie au rang n + 1.
b) Soit n € N. D’aprés ce qui précéde (pour tout k € N, on a ici @, = x et by =k!) : x,, = D_ (1" (k! =
2n—{
PN GO bl (nf!k)! =nlYy, (_12! (changement d’indice £ =n—k ) Or (—1)?" =1 et, pour tout £ € [0,n],
ona(—1)"¢=(-1)! donc:
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