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Lusage de la calculatrice est interdit. Les raisonnements présentés devront étre soigneusement justifiés et
détaillés, quelques points seront dédiés a la présentation, Uorthographe et la propreté de votre copie. En
particulier, il est IMPERATIF de souligner les résultats obtenus. Il n’est pas nécessaire de répondre a
Uensemble des questions pour avoir une bonne note. Si vous ne parvenez pas a résoudre une question, vous
pouvez admettre le résultat dans la suite de I'énoncé.Lisez bien tout le sujet avant de commencer et identifiez
les parties plus simples pour vous, et commencez par ces parties.

I Questions préliminaires

Dans ce devoir, j'indique par une % les questions plus longues ou plus difficiles que la moyenne mais
qui seront également plus valorisées en terme de notation.

Exercice n° 1

1) Voir cours (faire attention a bien introduire les variables en jeu)

2)
(2) NG —6:;)!3!

_6.5.4.3.2.1
©(1.2.3).(1.2.3)
_ 6.5.4

©3.2.1
= 20.

3) Voir cours (on voulait utiliser la preuve de Gauss par renversement de somme ici).
4)

n+3 n

>ek+1) TFETT N 23 +3)+1)
k=4

j=1
=>2j+7
j=1
L. 7 Ce n n
1ngr1te ZZ] + 72 1
j=1 j=1

1
:2$+7n

=n(n+8)

5) On pose S la somme demandée. On a :

inéarité 81)(82
tindartt g1 g1 4 4 (81)(82)

—=81(82.2+81)
—81.245

6) Plusieurs méthodes ici.On peut soit simplifier les 2 produits "a la main" en utilisant des points de
suspension ou séparer les 2 produits :

112



MPSI Claude Gellée . . . .
Thomas Masanet Devoir surveillé n°1 (Duree 4h) 11/09/2024

11[ ko Tl
t L k+2 HZ:1(k+2)

On pose j=k+2 l_[Z:l k
[T
12 [Tk
(n+1)(n+2) l_[;;gj
_ 2
 (n+1D(n+2)

7) Pour cette question, on va appliquer le binome de Newton sur les deux quantités et remarquer que
les termes de rang impairs se simplifient.

Pour n € N, notons S = (2 + +/3)"+ (2 — v/3)"

S=(2+ V3 +(2-v3) = Z (:)2“—’< N Z (:)2“—k(—¢§)k

g(k)zn (/3 +(—V3))
k=0

On remarque que lorsque k est pair, \/§k +(—v3)k = 21/§k est le double d’une puissance de 3,
c’est donc un nombre entier.

“Pour k impair v3" + (—v3)* = 0 qui est entier.
S est donc une somme de produits de nombres entiers (Rappel : les coefficients binomiaux sont
des nombres entiers), c’est donc un nombre entier.

8) Attention, on veut appliquer la formule du binéme mais on ne doit pas oublier qu’il y a un 2n ici
etnonun 2 :

n

z : 2 : n -
(k)62n k = 6" (k)6n k1k

k=0 k=0

On applique le 1216me de Newton

6"(6+1)"
= 42",

9)

n—1

n+1
S =
(ki)

k=1

changement j=k+1 ; (n—]i— 1)
~S(T-C)-(T-(
=2 _(14+(n+1)+1)

=2""1—(n+3)
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10)
a®+b>=a’—(-b)

) (
Par J:acobl (a _ b) Z 5_ 1)a5bn_k
k_

=(a—Db)(b*+ab® +a?b?>+ a®b +a?).

11)

Zn:k-klzzn:(k+1—1)-k!
k=1 k=1
=Z(k+1)!—k!

Par telescopage

(n+1)!—1.
12)

n

- - ' mversion de sommes 1 =
2.2 k s 2, X D!
=1 k=Il+1 k=1 1=1

S 1k(k—1)
= Z e
Lmearlte 1 Z k— = Z 1

n(n—l)_z

13)

I
M-

14) On sait que ({) = 0sii> j. Cela va nous permettre de supprimer certains termes de cette somme

double. Z (]): Z C)

0<ij<n 0<i<j<n

n
bindéme cg Newton Z : 9 j

1_2n+1
1-2
=2m—1,

Exercice n°2
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1) (ZZzl fk)/ = ZZ:]_ fk/

2) En appliquant la formule du bindme de Newton, on obtient que :

n

Z( Z )xk:(1+x)”

k=0
3) Tout d’abord, en tant que composée de la fonction x — 1 + x par la fonction X — X", on a que g
est dérivable sur R et que g (x) = n(1+ x)" 1.
De plus, d’apres la question précédente g peut s’écrire g = ZZ:O fi avec pour k € [0,n], fi : x —
nY,.k
(e)x".

Ainsi d’aprés la question 1, g est dérivable sur R et pour x € R,on a:

C0=350=> k()
k=0

k=0

4) a) D’apres la question 2), on a que ZZ:O ( Z ) =g(1)=2"

(Remarque : C’est également un résultat du cours de somme et produit ou une simple ap-
plication du binome de Newton mais ici on peut simplement utiliser ce qu’on a déja fait aux
questions précédentes, ce qui est en général préférable)

n

b) D’apres les résultats de la question 3), on remarque que ZZ:O k( X

) = g/(l). En utilisant

l'autre expression de la dérivée de g, on obtient que >, _, k( Z ) =n2"1,

c) Pour cette question, on va avoir besoin de redériver g de 2 maniéres différentes. g est une
fonction polynomiale donc elle est bien dérivable 2 fois sur R et on a pour x € R :

g (x)=n(n—1)(1+x)">

et par utilisation de la question 1) et 3) :

, n , n n .
SORWAC =§k(k—1)(k)x’< .

Grace a ces calculs on obtient que
. n
> k2 ( . ) =¢'(D+g (1) =n(n—1)2"2+n2"  =n(n+1)2"2.
k=0
Exercice n°3

1) Ona P,(0) =1 (on ne fait que des produits de 1), P,(—n) = 0, car alors

-
1+—=0
n

et donc on a un terme nul dans le produit. Enfin,

n

k+1 2x3x---x(n+1
pn(1):l_[ — ( ) _

n+1
k 1X2X--+Xn

k=1

4/i2
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On a
P(x)—ﬁx+k
" i K
(x+1)(x+2)...(x+n)
2) =
1X2X--+Xn
_x+nx(x—1+1)(x—1+2)...(x—1+n)
x I1x2x:-+xXn
=X+nPn(x—1)
X
Ona
3) S k+ (p+1)...(p+n) (n+p)! [(n+
P =[] p_(@ p+n) _(n+p :( p)
1k n! n!p! p

Exercice n°4

1) Par croissance de la fonction racine cubique on a :
n< Vk< (n+1).

On remarque donc que pour un nombre k dans cet intervalle, la partie entiere de k est n.
2)

(n+1)°—1

Relation de Chasles 3
Upp1 — Uy = Z |_ \/EJ

k=n3
(n+1)°—1

Question précédente
= E n

k=n3

=n((n+1)°*—n?)

3) On remarque qu’on peut poser,en gardant les notations u, = 0.
On a alors pour n € N* :

u, = Z;é Upyr — Uy
= S0 k((k+1)* —K%)

=30 k(k+1—K)[(k + 1)+ k(k +1) + k%]

II Problemes

Probléme n° 1

Introduction a la série harmonique
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1)

2)
3)
4)
5)

6)

7)
8)

On suppose que pour tout n € N, v, < v,,,. On veut montrer que (v,) est croissante.
. 2 . 4
Soit (p,q) € N%, p < g. On veut montrer que v, < V,. On va raisonner par récurrence.

Oncalculeu, ,—u, = ZZ; %— Z:l % = % > 0. On conclut donc La suite (u,) est croissante.
On a
2n 1 n 1
Ugp, — Uy = 7. 1
ok Tk
k=n+1 k
On remarque de plus que
1 1
Vke|n+1,2n], —>—
H ]] k — 2n
Il en résulte que
2n 2n
1 1 1 1
Uy — U, = -2 —=n—=_
o k—Zk _Zzn 2n 2
=n+1 k=n+1
Il en résulte que
. 1
VneN", uy,,—u,=> 3
Supposons que (u,) converge vers une limite finie £, on a donc u, - { et u,, - ¢
n—+o0o n—+0oQo
puis par opérations ur les limites, u,, —u, - 0. On obtient donc une contradiction avec
n—+oo
I'inégalité de la question précédente. On conclut
u, — +00
n—+00
_ n(n+1)(2n+1)
On a w, = Mol2ntl)
En regroupant, tout au méme dénominateur, on obtient
a_ b Lo (2a+2b+c)n®+Ba+b+c)n+a
n n+1 2n+1 n(n+1)(2n+1)
Pour que
1 a b c
VYn € N¥, -+

= +
n(ln+1)2n+1) n n+1 2n+1

il suffit donc que (2a+2b+c)=0,(3a+b+c)=0eta=1,onrésoutetontrouvea=>b =1
et ¢ = —4. On conclut que

1 1 1 4

VYn € N¥, =—4 — .
n(n+1)2n+1) n n+1 2n+1

/2
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9) Premiere méthode, par récurrence, un peu lourd, mais cela marche. Seconde méthode :

n n n n

1 1 1 1
St SmrtNa e
2k +1 2k+1 &2k £ 2k

k=1 k=1

-~

(tous les termes de la forme % pour k comprise entre 2 et 2n+1.)

2n+1

1 11
PRI

k=2
2n

151
244k 2n+1

On conclut

n

2n+1

10) En utilisant la question 6 , on a

- 6
Sn = ; k(k + 12k + 1)

Utilisant les question 6 et 7 , on en déduit

— 1 1 1 1
:6un+6(z£—1+n+1)—24(u2n—§un—1+2n+1)

1
+
n+1l 2n+1

= —24u,, + 24u, + 18 +

On conclut 6 .
S, =—24u,, +24u, + 18+ +
n+l1 2n+1

Probléme n° 2

Autour des coefficients binomiaux

Partie O : Rappel du cours

1) Voir cours.

2) Voir cours.
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Partie I : Calcul d’'une somme

3) On utilise un raisonnement par récurrence. * On a :

0

02(0 +1)?
Zk3:o3=o o 2O+,
k=0 4

e ez . _ . n 3 _ n?(n+1)?
donc I'égalité est vraie pour n = 0. * Soit n € N. Supposons que Zk:o k® = —=—-. Montrons

4
2 2
que Dt k3 = @O op 4 .

n+1

Z k3 = Z k®+(n+1)®> (relation de Chasles)

k=0 k=0
’(n+1)
_ % +(n+1)® (hypothese de récurrence)
_n¥(n+1P+4(n+1) x (n+1)?
= 4
(n+1)2(n®+4n +4)
- 4
_ (n+1P(n+2)

4
Légalité est donc vraie au rang n + 1.

4) a) SoientkeNetle€[0,k—1].Ona (puisque0<{+1<k<k+1):

(k+1)_( k ): (k+1) k! k=t
(+1 (+1) (+DIk—0) (E+DW(k—(—1)" k—¢

_ (k+1Dk! = (k— k!

W+ DI(k—0)!

L+ 1)k

T+ D)(k—20)!

k!
(k= 0)!

(o)

BV
Par ailleurs, I'égalité est évidente si £ = k ; en effet, (kil) = 0 donc les deux nombres mis
en jeu dans I’égalité sont égaux a 1 . Finalement :

wenseeont, (9)-(51)-(4,)

b) Soient £,n € N tels que £ < n. D’apres la question précédente, on a :

S-S (-G

car la somme est télescopique. Or (z-€1) =0car{+1>/{donc:

2(0)-(7)

k=t

812



MPSI Claude Gellée . . . .
Thomas Masanet Devoir surveillé n°1 (Duree 4h) 11/09/2024

Soient £,n € N tels que £ < n. D’apres la question précédente, on a :
2002l )-()
~i\e) SZ\e+1) \e+1J] u+1) U+t

car la somme est télescopique. Or ([ +1) Ocar{+1>{ donc:

%()-(0)

—\L (+1

c) Pour tout entier k supérieur ou égala 3 ,on a:

(k) K k(k—1)(k—2)
3) 31(k—3)! 6

et cette égalité reste vraie si k € {0,1,2} car, dans ce cas, on a (g) = 0 (le membre de
droite ci-dessus étant également nul). Ainsi :

VkeN, (’;):k, (’;):@ o (l;):k(k—16)(k—2)

d) Soienta,b,c,k€eN.Ona:

o) g eF) = =D =2) k=)
a(l;) b(z) (I;) k(k 1;(1( 2) k(k2 1)

k®—3k*+2k) b(k*—k
_alemaeea) o)

=5k3+(9——)k2 (5—2+c)k
6 27 2 3 2

Ainsi, pour que 'égalité a( ) + b( ) (’1() = k3 soit vraie, il suffit que a, b et c soient tels
que :

ISTIC N | I =

ISI
wla || (@)
[ e

Finalement :

VkeN, K= 6(13() + 6(12() " (];)

e) Soit n € N. En sommant les égalités obtenues a la question précédente, il vient :

n n n k n k
3 _
2 =2 ((5) o)+ ()25 o2 )+ 2 0)
-0 k=0 k=0 k=0
IEEDANDAY
3 2 1
k=3 k=2 k=1
:6(n+1)+6(n+1)+(n+1)
4 3 2
d’apres la formule du triangle de Pascal généralisée (question 2.(b)). En explicitant les
coefficients binomiaux, on obtient :

oz
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n

Zk3=6x (n+1n(n—1)(n—2) +6x (n+1)n(n—1) N n(n+1)

k=0 24 6 5
R CRR I U AR U A
=n(n+ 1)n2 tn
_nin+1)°

4
Ainsi : on retrouve bien I'égalité (*)

Partie II : Formule d’inversion de Pascal

1) Soientn,k,f €Ntelsquel{ <k<n.Ona:

n! k! n!

n\(k !
(k)(@) T =t 0k—0!  (n=k)H(k—0)!
. n! 8 (n—=20)
(=0 (k=N ((n—10)—(k—10))!

-()=)
mkten, e<k<nm (7))

2) Soient n,f € N tels que £ < n. D’apres la question précédente, on a :

Ainsi : O

Ainsi :

0 sil<n
Snl: .
’ 1 sild=n

3) Soit n € N. D’apres les propriétés sur les sommes triangulaires, on a :

10/12
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k

S (S ()2 (- () e

=0

Il
~
—
—
3
+
=
~ N
~ =S
N———~
~ N
S A
N———
Q
~

En utilisant maintenant la question précédente, il vient :

n n—1
n
S (b= >0 S, + D08, =a,
k=0 (=0 ~ v

=0 =1

~

-~

=0
Ainsi :
. n
vne, a,=> (-0} )b
k=0
4) Application.
a) On utilise une récurrence simple. » On sait que x, = 1 donc :

RN

k=0

L'égalité est donc vraie pour n = 0. » Soit n € N. On suppose que n! = ZZ:O (Z)xk.

n+1 (n+1

Montrons que (n+1)! = >, " ("¢ )xk. Ona:

(n+1)!=(n+1)xn!

=(n+1) Z (Z)xk (hypothese de récurrence)
k=0

D’apreés la formule du binéme de Newton, on a :

11/12
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n+1 n+1
(n+ 1)(—1)‘ = Z(H 1)(—1)‘ —1=0""-1=-1 (carn+1>0)
(=1 ¢ (=0 ¢
donc :
n+1 n+1
n+1 n+1
n+1)! = x,+1= X
(D) ;( ( )f ;0( ( )@

car ("gl)xo = 1. L'égalité est donc vraie au rang n + 1.

b) Soit n € N. D’apres ce qui précede (pour tout k € N, on a ici q, = x; et by, = k! ) :
n n n n! n —1)2n—t e qe
X, = Zk=0(—1)”+k(k)k! = Zkzo(—l)””‘ o = n! Do ( 12? (changement d’indice
{=n—k) Or(—1)>" =1 et, pour tout £ € [0,n], ona (—1)* = (—1)* donc :

no_ 1Y)k
VneN, xn:n!z( )
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